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تقدمُ الرياضيات الأدوات لنمذجة الظواهر وللتنبُو بالنتائج» وخصوصاً في مجالات 
العلوم التجريبيّة والتقانية» وذلك لأنها تتيح تطوير العديد من عناصر المعرفة. فهي تتغذى 
على المسائل التي تنشأ من السعي وراء تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط بنا. كما إن 
تطورها مرتبط في الوقت نفسه» وإلى حدّ كبير» بقدرة الإنسان على استكشاف المفاهيم 
اللحرية العييية 

ونجد في تاريخ البشريّة نقاطأ مضيئة تشير إلى قدرة الإنسان على اصطناع 
الأدوات التي تتيح له تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط به؛ وتسمح له أن يكون مؤثرا تأثيرا 
أكثر فعالية في محيطه. منذ البدء كانت الرياضيّاتء إلى جانب اللغة» واحدة من الحوامل 
الرئيسة للجهد الذي بذله الإنسان في وضع المفاهيم الأساسيّة. لذلك يُنتظر من طلابنا في 
نهاية مرحلة دراستهم ما قبل الجامعيّة» أن يكونوا قد اكتسبوا المبادئ الأساسيّة للتفكير 
الرياضياتي» وهي تعتمد على كم معرفي جيّد ودراية بطرائق حل المسائل؛ وبأساليب 
البرهان المعتيد على الاستنتاج المنطقي» دون أن يكون ذلك بالضرورة مقترنا بدراسة ما 
يُعرّف باسم المنطق الرياضي. 

تحتفظ الرياضيّات بعلاقات وثيقة مع العلوم الأخرى والتّقانة» إذ تتيح لغة 
الرياضيّات وصف ظواهر الطبيعة ونمذجتهاء وهي تتمايز عنها لأنّ الرياضيّات تؤلف 
بد انها فرعا 13 ري خاسنة حيتئاة. 

ويحتل الإثبات المعتّمدُ على الاستنتاج الرياضي موقعاً أساسيّاً في الرياضيّات, إِذ لا 
كنى. الندن. من صبحة .اخراص اعتماد! على بعض. الأملة. ينود تعليم الرياضنات 
وتعلمها الطّلاب إلى تذوق ذلك الشعور الرائع الذي يشعر به المرء عند إثبات صحة 
قضية بالبرهان القاطع اعتماداً على المناقشة المنطقيّة. مُمارسة الرياضيّات هي امتلاك 
ناصيتها اعتمادا على الخيال والبحثء والتحسٌس والاستكشاف والشعور بمتعة الاكتشاف. 
وحل المسائل بدقة ومنطق. 











لقد سعينا في هذا الكتاب» إلى تقديم أداة تعليم للرياضيّات» يمكن أن تمنْتَعمّل أيضاً 
وفي الوقت ذاته» أداة تعلم ذاتيّ. ننصح كر الكتاب أداة العمل الرئيسة» فتجري 
قزاءة ففرا الترس من الكفاب» .ومناققية. الذلاب: في فحوئ ما يقرأ حيف يقتي 
المُدرس دور مدير الحوار والنقاش الذي من المفترض أن يُوْدَي إلى فهم أعمق للدرس. 
ريطاي بن اللاي حل الأدر اق يم فق الدرين, 

ولمًا كان تعلم طرائق الاستكشاف والبحث هدفاً أساسيّا من أهدافناء فقد زودنا كل 
بحث بعدد من المسائل والتمرينات التي جرى فيها توجيه تفكير الطالب نحو الحل؛ آملين 
تمكين الطالب من طرائق التفكير العلمي التي يفيده اتباعُها أي كانت أنماط المسائل التي 
تواجهه مستقبلا. 

وأخيراء نرجو من الزملاء المدرسين ومن الأعزاء الطلاب أن يزودونا بأي 
ملاحظة أو انتقادٍ بناءين على فحوى أو طرائق هذا الكتاب حتى تؤخذ في الحُسبان. 


المعو نل 





© المندسة القراغية 


© رمم المجمشمات بالمنظور 0 
© قواعد التلاقي 0 1 1 1 201ظك2 
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©6 التحونلات الحمندسيّة دا لمستوي 





0 الحويلاات المألوفة ا ا ببببب-ب-ب--01 111101 
© أثرالئحويلات الهندسيئّة على الأشكال اللمألوفة 223101111119 


© الخواصٌ المشتركة للتحويلات المألوفة 


ل الا لاا لاا 




















1 
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يِ 






© أنراتودت لسع ى لدت 
7 ين 
ص | ىن 3 د 
عير 0 





لقد كان كتابٌُث «عناصر الهندسة » 
لإقليدس (300 قبل الميلاد) واحدا من أهم 
النصوص القديمة في الهندسة» حيث 
عرض فيه الهندسة انطلاقا من 
موضوعات أساسية؛ وأَطاوا 000007 
اليوم باسم الهندسة الإقليدية. 

في القرن الستابع عشرء وقع تطوران 
أساسيّان في مجال الهندسة» الأول هو 
اختراع ديكارت 1(©5©3865 وفرما 
أنه "1 الهند ا التحليليّة» والثاني هو 
الدراسة المنهجية لليلابة ا 
قبل دوزارغ 10©5231:811©5. 

وفي نهاية القرن التاسع عشر اقترح 
كلاين 12ع1 >1 متلطةة حذ ا ننض عدا 
دراسة الهندسة اتطللما 00 0000000 
الهندسيّة» بدلا من الأشكال. تأمّل الشكل 
المجاور وانظر كينا 00007 000007 
فيثاغورث في المثلث القائم اعتمادا على 
الانسحابات» وعين عند الانتقال من شكل 
إلى الذي يليه الادسداب د ا 
من الشكل الذي طبق 012 ا 





© 


























التحودلات الحند سيّةفى المستوى 


62 التحوبلات المألوفة يك المستوي 


سنطلق في هذا الفصل تسمية تحويل مألوف على كل من التحويلات الهندسية الآتية : التناظر 
المحوري (ويسمّى أيضا انعكاسا) والتناظر المركزي والانسحاب والدوران» ولقد مررت بها في 
دراستك الستابقة» لذلك نهدف في هذا الفصل إلى تثبيت الأفكار المتعلقة بها. 


ليكن / تحويلاً مألوفا في المستويء يقرن هذا التحويل بكل نقطة 11 
من المستوي نقطة '14 تسمّى صورة وفق //. وبالعكس» تكون كل 
نقطة 737 في المستوي صورة نقطة 14 وفق /. نرمز إلى هذا التحويل 
بالرمز '31 + 11 : / أو (01)/ ح '11. 


لك التناظرٌ المحوري (الانعكاس) 


97 تعريفه 
ليكن 4 مستقيما. الانعكاس ,5 الذي محوره 4 هو التحويل الذي يقرن بنقطة 34 من 
المستوي النقطة '/1 المعرفة كما يأتي : 
" إذا كانت 14 غير واقعة على المستقيم 4 كان 4# محور القطعة 

المستقيمة [|1/717]. 


" وإذا كانت 314 واقعة على المستقيم 2 كان "14 - 11 . 


9 ههر 


" إذا كانت النقطة '34 صورة نقطة 34 وفق انعكاس محوره 4» فما هي صورة التقطة '11 











وفق هذا الانعكاس ؟ 

" إذا كان 4 و “ىك مستقيمين متقاطعين في نقطة 7 وكانا متناظرين بالنسبة إلى مستقيم 20 
فلماذا تقع النقطة 7 على المستقيم 7 ؟ ش 
عندما تكون صورة شكل 2 وفق انعكاس محوره 7 هي الشكل 7 نفسهء نقول إن 0 
محور تناظر لهذا الشكل. 











١‏ نل و م 

2 التناظرٌ المركزي 

© تعريفه 
لتكن © نقطة من المستويء التناظر رى الذي مركزه 0 هو 
التحويل الذي يقرن بنقطة 14 من المستويء مختلفة عن 0.» النقطة 
3147 التي تجعل النقطة © منتصف القطعة المستقيمة [/1111]. 
صورة النقطة © وفق هذا التناظر هي النقطة 0 نفمئها. 

© تعريفه 
لتكن 4 و82 نقطتين في المستويء نعف الانسحاب ور,_,2 بأنه 


التحويل الذي يقرن بنقطة 34 من المستوي النقطة '/3 التي تجعل 
الرباعي 474717 متوازي الأضلاع. 


5 
في التعريف السابق افترضنا أنّ النقاط 4 و8 و/1 لا تقعٌ على 
استقامة واحدة. يمكننا أن نضع تعريفا يأخذ هذه الحالة في الحسبان بأن نقول 
أنّ “24 هي نظيرة 4 وفق التناظر المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة 

المستقيمة [118]» علل ذلك ؟ 


شح الدوران 

© تعريفه 

لتكن © نقطة من المستوي» الدوران 76 الذي مركزه © وزاويته 
النقطة '31 التي تحقق : 014 ع '011 و 0 - '/21101. 
وتكون صورة النقطة © وفق هذا الدوران هي النقطة 0 نفسها. 














نسمّي الاتجاه المبيّن في الشكل اتجاهاً مباشراء نسمّي ربع دورة كل دوران زاويته “290. 
يتوافق الاتجاه المباشر للدوران مع عكس اتجاه دوران عقارب المّاعة (0 < 6). ويكون اتجاه 
التوران غير مباشر إذا كان متفقا مع اتجاه دوران عقارب المّاعة (0 > 6). 








2 إذا كانت النقطة ار هي صورة 7 وفق ربع دورة مركزها نقطة 
0: فإِنَ 14017 هو مثلث قائم الزاوية ومتساوي الستاقين رأسه 0. 


" في المربّع 48072 الذي مركزه 0 : 
. ربع دورة مباشرة مركزها النقطة 4 تنقل النقطة 8 إلى 7.. 
؟ ربع دورة مباشرة مركزها النقطة 0 تنقل النقطة 4 إلى 8. 


" في المثلث المتساوي الأضلاع 480 الذي مركزه 0 : 
* الدتوران الذي مركزه النقطة 4 وزاويته “60 بالاتجاه المباشر 
ينقل التقطة 8 إلى التّقطة ©6. 
٠‏ الدوران الذي مركزه النقطة © وزاويته 1207 بالاتجاه المباشر 
يتقل النقلة 29 .إلى النقطة 6 أيضا: 


347 تحدوويم 


© عيّن المقولات الصحيحة فيما يأتي وعلل إجاباتك : 
© للمثلث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر. 
© إذا كانت صورة نقطة 8 وفق الانسحاب ,, ,7 هي النقطة 0: كانت القطعتان المستقيمتان 





[87] و [70] متناصفتين. 

© إذا كانت © و © دائرتين مركزاهما © و"0 بالترتيب» ولهما نصف القطر نفسه وكانتا 
متقاطعتين في نقطتين 4, و 8» كان المستقيمان /00) و (48) محوري تناظر للشكل 
المكون من الذائرتين. 

© إذا كانت 27 صورة نقطة 34 وفق دوران مركزه 0 وزاويته *60 كان المثلث 1/027 
متساوي الأضلاع. ش 


© ليكن 40 مثلّثاً قائماً في 4,ء وليكن 7 منتصف القطعة [80]. نرمز بالرّمز ,5 إلى التناظر 
الذي مركزه [1. 
© أنشئ صورة المثلث 486 وذفق التحويل -5. 
© لتكن /لم صورة 4 وفق .5 . ما طبيعة الرباعيّ 42/0 ؟ 





© أثاتحويلاتالمندسيّة على لأشكال المألوفة 


شلا صورة مستقيم 
بوجه عام صورة مسنقيم وفق انعكاس أو تناظر مركزري أو انسحاب أو دوران هي أيضا 
ويمكننا أن نكون أكثر تحديداً في بعض الحالات الخاصّةء كما نوضتّح فيما يأتي : 

(0 حالة الانعكاس أو التناظر المحوري 


ليكن المستقيمٌ 4 صورة المستقيم 8 وفق الانعكاس ,رى عندئذ نميّز الحالات الآتية : 


ه إذا كان 4 || ى كان 4 || “8 أيضا. 


ه وإذا تقاطع 5 مع 4 في 7 مر المستقيم /4 من 7 أيضا وكان 4 
منصف الزّاوية التي يصنعها المستقيمان 4 و//. 


وإذا كان 4 لذ كان /خى د لل 


2 حالة التناظر المركزي أو الانسحاب 


ليكن المستقيمُ 40 صورة المستقيم 4 وفق الانسحاب ,, ,7 أو التناظر 
المركزيّ رى عندئذ يكون /5 || 5 . 








في حالة التناظر المركزيّ ركى» صورة مستقيم 2 مار بمركز التناظر 
0 هي المستقيم 8 نفسه. 








© حالة الدوران تربحخ دورة 


ليكن المستقيم ك4 صورة المستقيم 8 وفق الذوران ربع دورة 72 حول 00 
عندئذ يكون “ث4 ل /. 





١‏ صورة دائرة, وحورة 7 | 3 75 4 وه 


" بوجه عام» صورة دائرة © مركزها 0» وفق انعكاس أو تناظر مركزيّ أو انسحاب أو 
" صورة قطعة مستقيمة» وفق انعكاس أو تناظر مركزي أو انسحاب أو دوران» هي قطعة 
مشيية نما لض شيه. 


5555-١ 


7 ١" 
شك حورةٌ نقطة تقاطع مستقيمين‎ 


ليكن 0 وك مستقيمين متقاطعين في 1/1 . وليكن “0 و “45 صورتي هذين المستقيمين بالترتيب 
وفق واحدٍ من التحويلات المألوفة. عندئذ يتقاطع “4 و/42 في '/3 هي صورة النقطة 14 
وفق ال بل نة . 






ليكن 48072 متوازي أضلاع مركزه 0» وليكن 4 مستقيما مار 
بالنقطة © ويقطع (80) في النقطة /71» ويقطع (47) في النقطة 


ع 


7 . أثبت أن 477 ح- 01/1 . 





9 لإثبات تساوي طول قطعتين مستقيمتين» نبر هن ا إحداهما صورة الأخرى وفق تحويل 
مألوف. 








إن متوازي الأضلاع 4807 وأقطاره شكل نموذجيٌ للتناظر المركزيًٌ رىء ونعلم أن 
2 ح (هارى وأنّ 4 - (5,)0. نستنتج من ذلك أنّ صورة المستقيم (80) هي المستقيمٌ (47). 
ولمّا كان المستقيم # يمر بالنقطة 0 فإنَ صورته وفق ى5, هي المستقيم 4 نفسه. 

النقطة 34 هي نقطة تقاطع المستقيمين (80) و4» ومن ثمّ تكون صورتها وفق رى نقطة 
تقاطع المستقيمين (472) و4 أي النقطة 7. ولمّا كان 27 - (24)رى و4 - (0)ر5ى كانت صورة 
القطعة المستقيمة [071©] هي القطعة المستقيمة [427]. إذن 417 - 01/1 . 















ات أذ لين مستغيمين الول قت 


ليكن 4807 متوازي أضلاع مركزه 0» وليكن 4 مستقيماً مارّا 
بالنقطة 7 ويقطع القطعة المستقيمة [460] في 14ء وليكن '0 
مستقيما مار! بالنقطة 8 موازيا للمستقيم 4. المستقيم “4 يقطع القطعة 
المستقيمة [460] في 77 . 

© أثبت أنّ “4 هو صورة 4 وفق التناظر المركزيّ رى الذي مركزه 0. 
© أثبت أن © هي منتصف القطعة المستقيمة [1/177]. 


9 إذا كان / انسحابا أو تناظرا مركزيّا وكان “6 - (6)/ كانت صورة أي مستقيم 4 مار 
بالنقطة © هي المستقيمُ الذي يمر بالنقطة “© موازيا 0. 





© ليكن ,5 التناظر المركزيّ الذي مركزه 0» نعلم أنّ 8. - (2)ر5ى» وعليه فإنّ صورة المستقيم 
4 الما بالنقطة 7 وفق رى هي المستقيم المار بالنقطة 28 موازيا للمستقيم 4 أي '0. 

© نعلم أن صورة المستقيم (40) المار بالنقطة © وفق رى هي المستقيم (40) نفسه. النقطة 14 
هي نقطة تقاطع القطعة المستقيمة [460] مع المستقيم 4» إذن صورة هذه النقطة وفق رى هي نقطة 
تقاطع المستقيم (2460) مع المستقيم /4. أي إنها النقطة 77. ولمّا كانت 27 هي صورة 14 وفق 
تناظر مركزه 0 فإنَ المركز © يقع في منتصف القطعة المستقيمة [147]. 
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© ليكن المثلث 480.. أنشئ النقطة “© صورة النقطة © وفق الانسحاب ,ى, ,2 أي الذي ينقل 
إلى 5ز» لماذا تكون. أيضبا النقظة "6 .صورة النقطة: 2 .وفق الاتسحابه ب 7؟ 

© ليكن 480 مثلثاً متساوي الأضلاع. وليكن 77 المسقط القائم للنقطة 4, على القطعة المستقيمة 
[(80]- أنشئ صورة المثلث 480 وفق الانسحاب الذي شعاعه ,ر,_,2. 

© ليكن 400 مثلثاً متساوي الأضلاع: طول ضلعه دد2. ولتكن 8 نظيرة النقطة © بالنسبة 


إلى النقطة .ا أنشنيج صدونة المثلف. "1:66 .وفق الأسحاب الذي شعاعة ىن 2 
© لتكن © دائرة مركزها 0» وليكن 4 مستقيما ممامتا لها في النقطة 4.. أنشئ الدائرة '0 


صورة 60 وفق الانعكاس الذي محوره 3 





- 





© المخواصٌالمشتركة التحويلات المألوفة 


تشترك التحويلات المألوفة من الانعكاس والتناظر المركزيّ والانسحاب والدوران بالخواص 


الاتية : 


.و 


0 المحافظة على خاصة الوقوع على استقامة واحدة 
صورة مستقيم هي مستقيم أيضاء فإذا كانت ل و ار و7) ثلاث نقاط 
واقعة خلى «استقامة واحدة .وقعث صورها ' ون .و 607 أيضنا على ١‏ 
اسقامة و احدة. 
متوازيتين. ينتج من ذلك أن صورة متوازي الأضلاع هي أيضا متوازي 
الأضلاع. 
© المحافظة على المسافات والمساحات 
اه صورة مثلث هي مثلث طبوق عليه. 
صورة منطقة 2 هي منطقة “2 لها المساحة نفسها. 
© المحافظة على 1000 ما .. فتقمِ . 
لتكن كل ا قطعة تقد مستقبمة» ولتكن |[ “48لا صورة هذه القطعة وفق 
تحويل مألوف. عندئذ تكون صورة النقطة 7 منتصف [478/] هي النقطة 
'[ متنتصيف» القظطعة الفستقيمية "ىراك . 
© المحافظة على قباس الَرُوابا 
قياس زاوية 47 يساوي قياس صورتها /4/7”:. وبوجه خاصء عندما 
يكون مستقيمان 0 و6“ متعامدين تكون صورتاهما “0 و56 متعامدتين 
أيضماء تقول إن .التحويلات المألوفة تحافظ يعلى 'التعامة: 
يمكننا مثلاً أن نستخلص مما سبق النتائج الآتية : 
صورة معيّن هي معيّن أيضا. 
5 صورة مستطيل هي مسطين إسباء 
* صورة مربّع هي مربّع أيضا. 


























1 بد وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 


لتكن إلى و28 و ') خلااث وفاأهل من مستقيم 20 ولتكن 9 نقطة غير 
واقعة على 4» ولتكن '40/1. و /808 و "000 مثلثات متساوية 
الأضلاع متوضعة في المستوي كما في الشكل المجاور. 

أثبت أ النقاطا “4 و“8 و 0 واقعة على استقامة واحدة. 





9 لبرهان وقوع النقاط ىم و2 و) على استقامة واحدة نبرهن أنّ هذه النقاط هي صور ثلاث 
نقاط واقعة على استقامة واحدة وفق تحويل مألوف. 





الحل 


المثلثات المتساوية الأضلاع هي أشكال نموذجيّة مرتبطة بالتوران. تشترك المثلثات /,40/ 
و '8078 و “000 بالرأس 2. لذلك يبدو من الحكمة أن نستعمل الدوران 7 الذي مركزه 0 
وزاويته 600 بالاتجاه المباشر. ينقل هذا التحويل النقطة 4 إلى /4» و8 إلى “8هء وكذلك © إلى 
“0. النقاط 4 و8 و © تقع على 4 فهي على استقامة واحدة» إذن» تقع النقاط / و/8 و/© على 


استقامة واحدة. 


إمفال | إثبات أن لمثلثين المساحة ذاقا 


لتكن © دائرة مركزها 0» ولتكن [42]ء [01]» [57] ثلاثة أقطار ا 
لهذه الدائرةء متوضتعة كما في الشكل المجاور. أثبت أن للمثلثين | 
41/1 و 0717 مساحتين متساويتين. ظ 






9 لإثبات أن المت 470 و6778 مساحقين متساويتين» تثت أ أحد هدي المثلثيث هو 
صورة المثلث الآخر وفق تحويل مألوفء. فيكون المثلثان طبوقين» (ولهما من ثم المساحة 
نفسها). 


الحا 





بتفصّص الشكل نجد أنّ النقطة © هي منتصف القطع المستقيمة [472]» [072]» [57]. تقودنا 
هذه الملاحظة إلى استعمال التناظر المركزيّ رك الذي مركزه النقطة 0. هذا التناظر ينقل النقطة / 
إلى 8 وينقل النقطة 2 إلى © كما ينقل النقطة ‏ إلى # ؛ وبذا تكون صورة المثلث 427 وفق 
التناظر رى هي المثلث 807 . نستنتج من ذلك أنّ هذين المثلثين طبوقان ومن ثمّ تكون لهما المساحة 
ذاكهاء 





- 


50 قحدوويم 





© ليكن المربّع 4807 ء ولتكن النقطة 7 منتصف القطعة المستقيمة [801]. أنشئ صورة المربّع 


2 


180 وفق الانسحاب ,, ,7 الذي ينقل 4 إلى 1. 


ليكن المثلث 480 » وليكن © مركز ثقله. 
© أنشئ “6 صورة النقطة © وفق الانسحاب م, ,2 الذي ينقل 4 إلى 6. 
© ه لتكن 7 منتصف القطعة المستقيمة [801]. أتكون 7 منتصف القطعة [/60]؟ 
ه استنتج طبيعة الرباعيّ '2000 . 
ليكن 4 و6 مستقيمين متعامدين» ولتكن 4, نقطة واقعة على المستقيم 4. أنشئ رباعيا 
يكون المستقيمان © و5 محوري تناظر له. 
ليكن )0/728 مستطياد فيه 4 يساوي «تء8 و 000 يساوي 66©572. وليكن 72 ربع دورة 
مباشرة مركزها 0. 
© أتشية النقاط “6و ثقر و 287 ضبور النقاظ. '6 .و .و2 وفق. التحويل: 78 بالترقيب. 
© ه بيّن أن المثلث “088 قائم ومتساوي الساقين. 
ه استنتج أنّ /858 يساوي 10812 سنتيمترا. 


ليكن. 4236 مننا مسارئ الساقين امه 2ه وليكن. 0 محور ناظرى تريس مق :2 العمود 
على المستقيم (47) فيقطع 7 في نقطة 7 . 

© ما هي صورة المستقيم (87) وفق الانعكاس الذي محوره 7 ؟ 

© استنتج أن المستقيمين (270) و (40) متعامدان. 


لتكن 4 و8 نقطتين على الذائرة © التي مركزها 0» تحققان *90 - 2408 . ليكن +7 
دوراناً مباشراً مركزه © وزاويته *60. 

© أنشيئ النقطة © صورة النقطة 8 وفق ع7. 

© احبيب قياببات زايا المثلث: 1170 

ملاحظة : في هذا التمرين هناك حالتان. 











689 ايكن 1802 متوازي أضلاع مركزه 0 
© أنشئ صورة 4807 وفق الانسحاب ,_ن27 الذي ينقل 0 إلى (7. 
© إِنّ صورة 4801 وفق ى,_ن7 هي متوازي أضلاع., أثبت أن 7 مركزه. 
7 ليكن. لذينا: المتلت 6ه و التقطة. 7 متقصق: القطعة المستقيمة 96 للكن. تن .تكليرة 
النقطة 7 بالنسبة إلى النقطة 4.. 
© أنشئ النقطة 8 صورة 8 وفق الانسحاب ., ,2 الذي ينقل 4 إلى 0. 
© ما هي صورة النقطة 7 وفق الانسحاب ,,_ 7 ؟ 


([66 ليكن 5 و'ك مستقيمين متقاطعين في نقطة 0» وليكن 04 و42 منصفي الزاويتين المكونتين 
بهذين المستقيمين» وأخيراً لتكن 34 نقطة واقعة على المستقيم 5 . 
© أنشئ النقطة 7د صورة النقطة 34 وفق الانعكاس الذي محوره 4» والنقطة 2 صورة 
النقطة 14 وفق الانعكاس الذي محوره '0. 
© علل كون المثّث 23/77 قائم الزّاوية. 





ايكن 40 متوازي أضلاع مركزه 0. مستقيمٌ متوضتّعٌ كما 
في الشكل المجاورء ويقطع القطعة المستقيمة [072©] في 77» كما يقطع 7 
القطعة المستقيمة [801] في 1/4 . ليكن ن5, التناظر الذي مركزه 0 
© أنشئ النقطتين /14 و'27 صورتي النقطتين 37 و 77 وفق ر5 بالترتيب. 
© استنتج أنّ المستقيم ('11/77) يوازي المستقيم 0. 
© نيكن 480 مثلثاً متساوي الستاقين رأسه 4رء وليكن 7 المسقط القائم للنقطة 4 على [820]» 
ولتكن 14 نقطة من [477] مختلفة عن 4 وعن 7 . يقطع المستقيم (274) المستقيم (400) 
في 7»ء ويقطع المستقيمُ (011) المستقيم (2478) في 7.. ليكن 5 الانعكاس الذي محوره (477). 
8 كل كلل كون المسقم 671).صورة المستقيم (82) وفق الاتحكان ك. 
له ما صورة المستقيم (4600) وفق ى ؟ 
ه استنتج أنّ 7 ح (7)كى. 
© عل كون الرتباعي: 870 شبه منحرف متساوي المتاقين. 





- 





© ترف الحويلات 


6 دائرة مركزها © و[458] أحد أقطارها. 14 نقطة واقعة على © 





مختلفة عن 4 وعن 8. 4 مستقيمٌ يمر بالنقطة 14 موازيا المستقيم 
(47). نرسم من 4/ و82 مستقيمين يوازيان المستقيم (0171) 
فيقطعان المستقيم 4 في 4 و/8 على الترتيب. لتكن '/1 صورة 
0 وفق التناظر الذي مركزه 14 . أثبت أنّ المثلث '4/114/8. مثلث قائم. 


99 غر اخل 


4 رسم الشتكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه التّقاط المختلفة. 








بحناً عن نتائج مباشرة. 
5 905 - 47118 لماذا ؟ 
" يوازي المستقيمٌُ 4 المستقيم (45) والمستقيمات (/4) و(/88) و(014) متوازية أيضاء 
وهذا يشكل متوازيات أضلاع يمكن أن. نربطها بانسحابات.. وهناك أيضا قطعاً مستقيمة 
متفدازية الطول. أقر إلى ذلك على الشكل: واكقتبي حالات المساواة هدم 
بك بحناً عن طريق. المطلوب إثبات أنّ المثلث 1/14/7897 قائم. تقودنا الاستنتاجات السّابقة إلى طريقتين 
للحل. 
الطزكة الأول,. استفد. .من الاتسحاب لنضت. أن الملة: '1/8ثلر. هو :ضور ة مكاث وفق: اتسحانيي ها 
فو هذا العلقف #ماهر الانسنان © 
الطريقة الثانية. استفد من القطع المستقيمة المتساوية الطول. 


أ أنجر الحل في الحالتين واكتبه بلغة سليمة. 


8 صوملا تتاطع ايها عه 


2 محور قطعة مستقيمة [8)00]. 4 و74 نقطتان واقعتان على 0 
نفترض أن المستقيمين (47) و(/01) يتقاطعان في 7لء وأن 
المستقيمين (460) و (211) يتقاطعان في . أثبت أن النقطة م 
هي صورة النقطة 7د وفق الانعكاس الذي محوره 4. 














998 غر الخل 
4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّا عليه النقاط المختلفة. 
إ بحنا عن نتائج مباشرة. 
" تقع النقطتان , و 14 على محور القطعة المستقيمة [80]. اكتب علاقات المساواة بين أطوال 
القطع المستقيمة في هذه الحالة وبيّن ذلك على الشكل. 
المستقيم 4 هو محور تناظر لكل من المثلثين 486 و1186 . علّل ذلك. 
6 بحناً عن طريق. تقودنا الاستنتاجات الستابقة إلى الحل. النقطة 7د هي نقطة تقاطع المستقيمين 
ا و 2112 راذا عن 82 إنيكن الكافةة العامة من ادو 


©6 أستعمال التعاميف 
86 مثلث متساوي السساقينء 14 نقطة من القطعة المستقيمة . 
[40]ء 2 صورة النقطة 14 وفق الانسحاب م, 277 الذي ينقل 8 
إلى ©» و2 صورة النقطة 14 وفق الدوران المباشر 72 الذي 
مركزه 4 والذي ينقل النقطة 8 إلى ©. أثبت أنّ المثلث 0217م 
متسساوى المثاقين . 

99 نر اخل 


الشكا. ارسم الشكل مسميّاً عليه التّقاط المختلفة. 






رسم 
بحناً عن طريق. 
لاد هي صورة 3/7 وفق الانسحاب ى, 2,7. يوافق هذا الانسحاب متوازي أضلاع يُطلب 
تحديده. حدّد على الشكل القطع المستقيمة المتساوية الطول واكتب علاقات المساواة الموافقة. 
5 7م هي صورة 7 وفق الذوران 7. يفيد تعريف الذوران بتحديد علاقات مساواة على 
الشكل: زوايا متساوية» وقطع مستقيمة متساوية الطول أيضا. حدّد هذه العلاقات على الشكل 
واكتبها. 
النقطة 0 هي صورة النقطة 8 وفق 2» إذن : © - (7)8 و ح (/72)3. عند 
معرفة نقطتين وصورتيهما وفق تحويلء من المفيد أن نصل بينهما وأن نكتب علاقات تساوي 
الأطوال التي يمكن استنتاجها. صيل بين النقطتين 8 و14 وكذلك بين 5 و 0. أي النتائج 
تبرّر صحة المساواة )م ح /1ي8 ؟ 


أ أنجر الحل واكتبه بلغةٍ سليمة. 





- 





5 أسنعمال سبع الدومة 


180 مثلث قائمٌ ومتساوي المتاقين رأسه 4ء 7 نقطة من القطعة 
المستقيمة [460]ء .74 مثلث قائمٌ ومتساوي الستاقين في 4 والنقطة 
7. تقع خارج القطعة المستقيمة [47]. أثبت أن المستقيمين (81) 
6 متعامةان. 

99 نر الخل 





بحناً عن نتائج مباشرة. 
يرتبط المثلثان "8160 و1747 بتحويل ربع دورة مركزه النقطة 4 . فإذا كان 72 تحويل ربع 
دورة جداتر عررك .اه يحون النقلة اوها صيور ! الفئلة 8 

بك بحناً عن طريق. تبيّن الاستنتاجات السابقة ملامحّ منهج للإجابة عن السّؤال المطلوب. 


ر أنجر الحل واكتبه بلغةٍ سليمة. 


(7© ترف الثاظ المركري 
52 متوازي أضلاع مركزه 0»: 4 مستقيمٌ مار بالنقطة 0 
ويقطع المستقيم 70) في 7 ويقطع المستقيم (47) في ©2» 45 
مستقيمٌ مار بالنقطة © ويقطع المستقيم (47) في 27 ويقطع 
المستقيم (80) في 214. أثبت أنّ الرباعيَ 112770 متوازي 
الأضلاع. 


9# غر اخل 


4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه القاط المختلفة. 








' بحناً عن نتائج مباشرة. يطرح وجودُ متوازي الأضلاع مع أقطاره فكرة الاستفادة من التناظر رى الذي 
مركزه 0. 
# ماهي صورة كل من النقاط 4. و8 و © و2 وفق التناظر رى ؟ 
. ما صورة كل من المستقيمين 4 وث وفق مى ؟ 
* ما صورة كل من المستقيمين (80) و (02) وفق رى ؟ 


- 





بحناً عن طريق. تُوجّهنا الاستنتاجات السّابقة نحو محاولة إثبات أنْ النقطة 0 هي منتصف كل من 
القطعتين المستقيمتين [1477] و50[1]. ولكنٌ النقطة /1 هي نقطة تقاطع المستقيمين 8 و (20). 
عين صورة 1/1 وفق وركى. 

كر أغبرٍ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. 


يكن 3611 كه هر ها مزكرة 0+ نشائل على القطعة العسقيمة ها 
نقطلة ره وعلى القطلعة المستقيمة 5861] نقظة ”زا ونقطة 6 هلين 
القطعة المستقيمة 16721 وفنقطة م على. القطعة المستثقيمة [2ما 





بحيث يكون 717 - 00 - 817 ح 417 . أنبت أن 177011 مربّع. 


9 غحر اخل 


4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه النقاط المختلفة. 


ل بحا عن نتائج مباشرة. 
* بِيّن لماذا يكون : 774 - 67 - 70 - 77 ؟ 
كدو المظخات: 177977 .و1700 و م ىل قزور طنوقة. أشت. ذلك 
بحناً عن طريق. نريد إثبات أنّ الرباعي 77077 مربّعٌ. توحي الاستنتاجات السّابقة بطريقتين ممكنتين 
للوصول إلى الحل. 
الطريقة الأولى. وهي تعتمد على المثلثات الطبوقة. استفد من الاستنتاجات الستابقة لتثبت أن: 
" الرباعي 870677 معيّن: لماذا ؟ 
900 ح وري + 58 مء لماذا ؟ 
الطريقة الثانبة. وهي تعتمد على ربع دورة مركزها 0. 
ل يبدو هن. الشكل. أ النقطة © مركز الفركع 677ظهء .هي. أيضا مركن الرقاعي” 
77 . من ذلك تأتي فكرة دوران ربع دورة *7 مركزه © وينقل م إلى 2 . إن 72 
ينقل أيضاً 28 إلى 0©» وينقل © إلى 72» وينقل 72 إلى 4.. 
لنبرهن أن النقطة 7 هي صورة 8 وفق 72. لإثبات ذلك نفترض أن / هي صورة 
وفق 72 ثمّ نبرهن أنّ النقطة “8 تنطبق على النقطة ر نفسها. 
لماذا تقع النقطة “5 على القطعة المستقيمة [80] ؟ ولماذا يكون 4/5 - “8 ؟ استنتج 
من ذلك أن 5 ح "5 وأنٌ المثلث 507 هو مثلث قائمٌ متساوي المتاقين. 


لماذا تكون 'المتتات. ©2720 .و 6077© .و 26077 أيضما قائمة بومشياوية المتاقيق ؟ 





- 








* برهن أن التقاط . و0 و © تقع على استقامة واحدة» وكذلك أن النقاط ‏ و0 و 77 
تقع على استقامة واحدة» وأنَ التقطة 0 هي منتصف كل من القطعتين [26] و21 2اء» 
وأكير ١‏ | 31" ح بار[ . 

كر أغبر الحلَ ني الخالتين واكتبة بلغةٍ سليمة. 


69 اسععمال الغاظي المكدي 
8 و 6 تائرتان. عتمايكان خارجا في 47 مركزاهما 0 و67 
دريب رخف شويي مار 0 2 210 لدان ين الذاترح 
6. المستقيم (87) يقطع الدّائرة “0 في نقطة 74 ويقطع المستقيم 


(77) الدّائرة “0 في نقطة 2. برهن أن الرباعي ”5171/11 








متوازي الأضلاع. 





نحو الخل 
4# رسم الششتكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه التقاط المختلفة. 

بحفاً عن نتائج مباشرة. الذائرتان متماستان في 6 حدّد على الشكل القطع | لمستقيمة المتساوية الطول 
بحنا عن طريق. 

* المطلوب إثبات أنّ الرباعيّ 527147 متوازي الأضلاع. فهل تتوفر معلومات عن توازي 
الأضلاع ؟ أو تناصف القطرين ؟ أو أطوال الأضلاع ؟ 

" يبدو من الشكل أنّ النقطة 7 هي منتصف القطعة المستقيمة [8577] وكذلك هي منتصف 
القطعة المستقيمة [5714] وقد استنتجنا في الفقرة السابقة أنّ 7 هي أيضاً منتصف القطعة 
المستقيمة /00]. تقودنا هذه الملاحظات للتفكير باستعمال التناظر المركزيّ .رى الذي 
مركرع النقطلة 17 

ف بها حوور ة الذائرة 6 .وفق الساخار. ر5؟ وما صورة المستقيم (287)؟ وما صورة المستقيم 
(57) ؟ تنتمي النقطة 2 إلى الدائرة © وتنتمي أيضاً إلى المستقيم 51)» فعلى أي 
مستقيم تقع صورة هذه النقدلة وفق التناظر ان ابحث باتباع الأسلوي ثفبية: حن. ضور ة 
النقطة 7 وفق التناظر رى. 

كر أغبر الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. 





- 








9 سنعمال الدو مان برع دومة 
6 هرقة عركث». 46 11 انقطة واقعة على القطعة المسقيمة: (479]+ .و11 تقطة مرخ 
القطعة المستقيمة [80] تحقق ©90 - 14077. برهن أن المثلث 14077 قائمٌ متساوي 
الستاقين. 





نحو الحل 
4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّا عليه النقاط المختلفة» وحدّد عليه: القطرينء والقطع المستقيمة 
المتساوية الطولء والزّوايا القائمة. واكتب علاقات التساوي. 


بحثاً عن نتائج مباشرة. يشكل المربع ر[8)1 لل وقطراه ريج إرسط رانك ربع الدورة. الزاوية 
27 قائمة؛ لذلك يبدو من المناسب استعمال دوران بربع دورة مركزه 0. 


بحنا عن طريق. 
" نعلم أنّ “90 - 1/077 ء كي نثبت أن المثلث 140/7 قائمٌ ومتساوي الساقين يكفي أنْ نثبت 
أن 0177 - 01/1 . 
* كي نبرهن أن لقطعتين مستقيمتين الطول نفسه؛ يكفي أن نبرهن أنّ إحدى هاتين القطعتين هي 
صورة للأخرى وفق تحويل مألوف. ليكن 7 الدوران بربع دورة الذي مركزه © والذي 
ينقل النقطة 4 إلى 8. 
ما هي صورة المستقيم (478) وفق 7 ؟ وما هي صورة المستقيم (014) وفق 7 ؟ 
واكين ها صورة النقطة 1ن وفق 622 


/ر أنجر الحل واكتبه بلغة سليمة. 


9 نكن 41161 هركعا غر كوه 0».وليكن. 4797 و كر متانيق متساويى الأخبلاع مر سومية 
خارج المربّع 48072 . ليكن 5 الانعكاس الذي محوره (210). 
© © برهن أن 1056 - 2706 - 40 2 . 
© استنتج أنّ المستقيم (40) ينصّف الزاوية 4.747 وأنه عمودي على (77). 
© برهن أن 7 ع (1)ى. 
© © ما هي صورة المستقيم (77) وفق الانعكاس ى ؟ 
© استنتج أنّ المستقيمات (27) و (87) و (40) تتلاقى في نقطة واحدة. 


- 





9 يكن 486 مثلثا. ولتكن 7 منتصف الضلع [80]» و25 نقطة 
تلاقي ارتفاعات المثلث 180/.. ٠‏ نستي عن تظيرة النقطة 272 
بالنسبة إلى المستقيم (86)» وتسمّي 7 نظيرة 8 بالنسية إلى 7. 
© © أثبت أن 7201 متوازي أضلاع. 

© استنتج أن المثلثين ,4757 و4017 قائمان. 
© © أثبت أن (2) يوازي (80). 
© استنتج أنّ المثلث 177 قائم. 
© أثبت أن النقاط 4 و8 و © و5 تقع على الدائرة التي قطرها [دك]. 
© أثبت ثبت صحّة الخاصة : «إذا كانت 7 هي نقطة تلاقي ارتفاعات مثلث 480 : وقعت نظائر 
النقطة 7 بالنسبة إلى أضلاع المثلث على الدائرة المارة برؤوس المثلث». 





0. ليكن الدوران ربع الدورة المباشر 7 الذي مركزه 0 
©:ما.هى.صووة النقطة 4 .وفق. 72 ؟ ما/:صورة النقظلة 6 ؟ 


© استنتج أن 82 -ح 40 ء وأنّ المستقيمين (460) و (81) 
متعامدان. 


357 لتكن :0 مركن الذائية 6 المارة برئؤوس, المظلف المتساري 
الأضلاع 480 ». ولتكن 7 منتصف القطعة المستقيمة [478]» و04 
مستقيمٌ يمر بالنقطة 7 موازياً (80). نرمز بالرمزن 7 إلى 
الدوران المباشر الذي مركزه 0 وزاويته *120. 
© © عا صورة القطعة المستقيبة 121ك] وفق :72 © 





00 1 وفق 7 هي النقطة 7. منتصف [80]. 
مما 0 ولاه 





(© تعن 0 مركز الذاترة © المارّة برؤوس المثلث المتساوي الأضلاع 
6 ولتكن 14 نقطة من القوس 80 الذي لا يحوي 24. 7 
هي نقطة من [411] تحقق 110 - (111. 
© أنبت أن المثلث 21/0 متساوي الأضلاع ؟ 
© نرمز بالرمز 7 إلى الذوران المباشر الذي مركزه © وينقل 4 إلى 2. 
© ما صورة المثلث 426 وفق 7 ؟ 
© استنتج أن 47 - 8201 وأنَ 114 - 110 + 118 . 





0 0 مربّع مركزه 14.0 نقطة من الضلع [42]. يقطع المستقيمٌ المانٌ بالنقطة 8 
عموديّاً على (/01) المستقيمٌ (47) في 2 . بالاستعانة بتحويل تختارهء أثبت أن المثلث 


26 ليكن 178)0/ مثلثا متساوي الساقين» رأسه 4 ٠.‏ ننشئ خارجه مربعين 4817 و '0271) 4 . 
بالاستعانة بتحويل تختاره؛ أثبت أن 87 - 7/6.» وأنّ المستقيمين (07) و(87) متعامدان. 





الهندسة الفراغية 
















6 قواعل التلاقي 
© التوامري يذ الفراع 
6 التعامر الفاغ 


نسمّي مجمنماً منتظماء كل مجدته فو ا ا ان 
مُنتظمة طبوقة؛ وكل رأس فيه ينتمي إلى العدد نفسه من الوجوه. هناك 
فقط خمسة مجسّمات متعثدة الوجرة للا 00 اا 
الأفلاطونيّة» وهي : 


رباعي الوجوه المنتظم 


اه'تلعط1'6113' 


2 الوجوه المنتظم 


)00 2210 


ذو الاثني عشر وجها المنتظم 


)ج1001 


ذو العشرين وجها المنتظم 


1ع ]1 





حاول بالاستفادة من المخططات الشبكيّة المبيّدة أعلاه أن تصنع بنفسك 
هذه المجسمات بالسكدال ا 





5-6 








المندسة الفراعية 


كثيراً ما نحتاج عند دراسة الهندسة الفراغيّة إلى رسم مجمتمات لأشياء ثلاثيّة الأبعاد» ولإعطاء 
الانطباع الصّحيح يجب اتباع بعض القواعد الأساسيّة وهي : 





0 

© ترسسم القطع المستقيمة المرئيّة بخطوط مستمرة» وتراستّم غير المرئيّة منها بخطوط متقطعة. 

9 ارتم ,المستقيمات المترازية في النراة مسقيمات متوارية: 

8 نرنت. المستقيمات المتقاطعة في القراخ مستكيمات متقاطعة. وتزتيم التقاط القى. كتج على البتقاىة 
واحدة على استقامة واحدة. 

© يُرسم منتصف قطعة مستقيمة في منتصف القطعة المرسومة. 

© يُرسم الوجة الواقع في المستوي الأمامي بقياسه الحقيقي. مثل الوجه 4877 في المكعّب أعلاه. 

اهاعري لاضن الميشييات المتداية فى لتر اء ميات يتعاية كيبا فى حار اشيفيك 
(2077) و (2077) في المكعب أعلاه. 


57 تحدوويم 


0 بيّن أي الرّسوم التالية» لا يمثل مجمتما تمثيلا منظوريّاء وأعذ رسمه مُصححا في دفترك. 
0 © 





© 6 © 0 

















2© قواعد الثلاقى 
لش خواس 
© بثلاث نقاط 4 وال و0 ليست على استقامة واحدة يمر مستو واحة؛ 


نرمز إليه (480). 


© إذا كانت 4 و8 نقطتين من مستو 2» وقعٌ كامل المستقيم (48) ل 4 


في (7. 








© إذا تقاطع مستويان كان تقاطعهما مستقيماً نسمّيه فصلهما المشترك. 





" في رباعيّ الوجوه 4207 »: نرى أنّ المستقيم (470) هو تقاطع 
المستويين (487) و (2407). 

" النقطتان 4 و2 هما نقطتان من المستوي (42800)» إذن تنتمي 
جميعٌ نقاطٍ المستقيم (478)»: ومنها النقطة 77 مثلاء إلى المستوي 
(480). 


19 ههر 


في رباعيّ الوجوه 4807 المجاورء يبدو المستقيمان (47) و(72) متقاطعين» ولكنهما فى 


الحقيقة غير ذلكء لماذا ؟ 
لنفترض على سبيل الجّدل تقاطع المستقيمين (776) و(47) في حا 

نقطة 14. عندئذ نستنتج من انتماء النقطتين 7 و 734 إلى المستوي 72 > 

(48607)» أن المستقيم (1116)» وهو نفسه (716)» واقعٌ في هذا المستويء. 0 


ونستنتجٌ» من ثَمّ» أن المستقيم (1476) هو الفصل المشترك للمستويين (480) و(4072)» وهذا يناقض 
كون (400) فصلهما المشترك. 














إلكل] فى وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 


ليكن المستوي 2. ولتكن 4 و8 و© ثلاث نقاطٍ ليست على استقامة 
واحدة ولا تقع في 2. نفترض أن (42) يقطع 7 في '0» وأن 
(40) يقطع 2 في '8ء وأنّ (80) يقطع 2 في /ء أثبت أن 
النقاط /4. و/8 و "0 تقع على استقامة واحدة. 
9 لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي أن نثبت انتماء هذه النقاط معا إلى مستويين 
مكلت لسر وروم لا تقع على استقامة واحدة» فهي تعيّن مستويا (24800) . 
* النقطة /4 تنتمي إلى (480) لأنها نقطة من المستقيم (80) المحتوى في (480). 
* وكذلك نرى أن التّقطتين “8 وق 02 هما نقطتان من المستوي (428607). 
" إذن تنتمي النقاط /4. و“/8 و0 إلى المستوي (480) وهي أيضا تنتمي إلى المستوي 7. 
فهي إذن تنتمي إلى تقاطعهما أي إلى فصلهما المشترك. 
التيجة : تنتمي النقاط /4 و'8 و "© إلى الفصل المشترك للمستويين (480) و7 فهي إذن تقع 
على استقامة واحدة. 


7 تحدزييم 
00 ليكن 3 مكعبا. ولتكن نقطة من الحرف [428] 
و7 نقطة من الحرف [06)]. 
© بالاستفادة من قواعد التلاقيء أثبت أن النقطتين 7 و 7. تنتميان 
في آن معاً إلى المستويين (.48) و (061). 
© ما هو إذن تقاطع المستويين (4287) و (0061)؟ 





© ليكن 4807 رباعي وجوه. ولتكن '8 نقطة من الحرف [82] 
مختلفة عن 23 ون و "6 تقطة من الحرف 0101| مختلفة عق 6 
و7. نفترض أن المستقيمين (8/07) و (80) يتقاطعان في نقطة 
7 . عيّن تقاطع المستويين (480) و (48'07). 











© التوامرييذالراعغ 





ظ " إذا وقع مستقيمان في مستو واحد ولم يشتركا بأية نقطة قلنا إنهما متوازيان. 
" إذا لم يشترك مستويان 50 قلنا إنهما متوازيان. 
* إذا لم يشترك مستقيمٌ مع مستو بأية نقطة» قلنا إنهما متوازيان. 
ونصطلح أن نطلق صفة التوازي على مستقيمين منطبقين أو مستويين منطبقين أو مستقيم 
لك المستقيماع المتوازية 


المستقيمان الموازيان لثالث متوازيان. أي إذا وازى كل من المستقيمين 4 ويه. المستقيم ,4 
كان المستقيمان ,0 و ,ك0 متوازيين. 


: ا 00 5 
للمستوي 7 يقطع أيضا “72 ويكون الفصلان المشتركان 20 “52,7 


متوازيين. 








ليكن 0 و7 مستقيمين متوازيين» وليكن 2 مستويا يحوي 0 
و“72 مستويا يحوي 4 » ولنفترض أن المستويين 72 و'72 
يتقاطعان بفصل مشترك 5 . عندئذ يوازي 5 كلا من 0 و '0. 


لمح المستويات المتوازية 


المستويان الموازيان لثالث متوازيان. أي إذا وازى كل من المستويين 72 و72 المستوي ,7 
كان المستويان 72 و2 متوازيين. 








إذا وازى مستقيمان متقاطعان ,0 و )0 » محتويان في مستو 22 
79 . عندئذ يكون المستويان 2 و 22 متوازيين. 


- 








دك المستوبي والمستقيو المتوازيان 


7© قبرمية » 


إذا كان 0 و '0 مستقيمين متوازيين» عندئذ يعون المستقيم 0 
موازيا لكل مستو 7 يحوي المستقيم ' 


لا من سر المشترك لمستويين 


لنتأمل هرماً 548072 قاعدته متوازي الأضلاع 4807 . وليكن 
كه الفصل المشترك للمستويين (5478) و(507). أثبت أن / 
هو المستقيم المار” بالنقطة 5 موازياً للمستقيم (48) أو (02). 








" لا يظهر المستقيمُ 4 في الشكلء ولكن يشترك المستويان (5/48) و (5072) بالنقطة 5 فهي 
إذن تقع على الفصل المشترك 5 . 


8 المستقيمان (48) كت م .و (0010) كال متوازيان» ا )8ل متوازي أضلاع: ويحوي 
نستنتج مباشرة:؛ استنادا إلى المُبرهنة 2 أنّ الفصل المشترك 5 يوازي كلا من 4 و'4. 


* وبالنظر إلى النقطتين السابقتين نرى أنّ المستقيم 4 هو المستقيم 
المار بالنقطة 5. موازيا المستقيم (48.). 


[لكللا]| عب سرد المستقيمات والمستويات المتوازية ؟ 


لنتأمّل متوازي المستطيلات 480101077 . 
© عيّن مستقيمات تمر بالنقطة 29 موازية للمستوي (80017). 
© عيّن مستقيمات غير متقاطعة وغير متوازية. 











- 











# لما كان المستويان (42878) و (9067) متوازيين استنتجنا أن كل 
مستقيم #4 محتوى في (47778) يوازي المستوي (8001). فعلى 
سبيل المثال نرى أن المستقيمات (84) و (287) و (877) توازي 
جميعاً المستوي (80067). 

يقع المستقيمان (70) و(80) في مستويين متوازيين مختلفين» فهما 

لا يتقاطعان» ومع ذلك فهما غير متوازيين» لأنّ المستقيم (76) 

يوازي المستقيم (20) وهذا الأخير يتقاطع مع (80). 


57 قحاوويم 


© في رباع الوجوه 4807 » لتكن 7 منتصف [48]» و7. منتصف [80]» و1 منتصف 
0 والكر ا 1 ينصييه اننا 
© أثبت أن المستقيمين (11) و(776) متوازيان» وأن المستقيمين (17) و (11) متوازيان. 
© ما نوغ الرتباعي 11161 ؟ 








© ليكن لدينا المكعّب 480777077 . ولتكن 14 نقطة من [48]ء 
ولتكن 27 نقطة تقاطع المستوي (77711) مع المستقيم (/70 
أثبت ت توازي المستقيمين (7727) و (1/177). 





© ليكن لدينا الهرم (5/74726001, الذي رأسه 5, وقاعدته متوازي الأضلاع 4801 . ولتكن 1/1 

نقطة من [50] ولتكن 27 نقطة من [58]. نفترض أن (3417) يوازي (80). 

© أثبت أن المستقيمين (472) و (23714) متوازيان. 

© في المستوي (41701177) » يتقاطع المستقيمان (2477) و (1011) 
في النقطة 7 . 
4 أثبت أنّ 2 تنتمي إلى كل من المستويين (54) و (580). 
أتبت أن المستقيم (92) هو الفصل المشترك للمستويين 

(842) و(620): 

استنتج أن (52) يوازي (42). 








- 





لتكن 7 نقطة تقاطع مستقيم 0 مع مستو 2. نقول إن المستقيم 0 
عموديٌ على 7 إذا كان 4 عمودياً على مستقيمين مختلفين من 7 
يمران بالنقطة 7. وعندهاء نقبل أن المستقيمٌ © يكون عموديّاً على 
جميع مستقيمات المستوي 7 المارة بالنقطة 7. 


7© مبرهنة 0 
المستويان العموديّان على المستقيم نفسه متوازيان. 
المستقيم العموديّ على أحد مستويين متوازيين عمودي على الآخر. 


© ميرهنة 6 
المستقيمان العموديّان على المستوي نفسه متوازيان. 
المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين عمودي على الآخر. 








ل تعاحد مستقيمين في الفراع 


7 تعريةه 
ليكن لدينا مستقيمان 04 وك غير واقعين في مستو واحد بالضرورة. 0 , 
نقول إِنّ المستقيمين 0 و5 متعامدانء» إذا كان المستقيم “4» المار مع 
بنقطة ما 7 موازياً 4» عموديّا على المستقيم /5 المار بالنقطة 1 
نفسها موازياً 2. 





تبقى هذه الخاصة صحيحة أيا كانت النقطة ]. 











ليكن: 7 :مستقيما حمودنا خلى المستريئ:2.. عندتة يكون 7 عمردنا 





© لأنّ # عموديّ على المستقيم 27 المار بالنقطة 7 موازياً 2 . 


“له 


هبرهنة 8 





حتى يكون مستقيم 4 عموديًا على مستو 27 يكفي أن يكون 04 





7 ميرهنة 9 


كل مستقيم عمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديًّا على الآخر. 





(54) مستقيمٌ عمودي على مستو 72 في ء ولك مستقيم في 7 لا 
يمر بالنقطة 4.. ليكن 76 المسقط القائمَ للنقطة 4. على 5. برهن أن 
المستقيم 4 عموديْ على المستوي (54726). 








في الحقيقة» المستقيمٌ 4 عموديٌ على (7) استنادا إلى الفرض. والمستقيم 4 عمودي على 
80 لأ (814) حمودئ على. المستوىق 2 فهو حمودي على جميع مسقيماتة ومن رينها ب .وذلك 
عَمَلا بالمُبرهنة 7. إذن المستقيمٌ 4 عموديٌ على المستوي (947) لأنه عموديٌ على المستقيمين 
المتقاطعين (47) و (54) اللذين يحويهما المستوي (947) وذلك بناءً على المُبرهنة 8. 


ليكن © مخروطا دورانيّا رأسه 5.. وليكن 0 مركز قاعدته الواقعة 
في العستوى. 82 اتقامل: فى المستريى: 8 ,مستنيم عل يعدن قاهدة 
المخروط في نقطة /1 منها. أثبت أنّ 4 عمودي على المستوي 
(601)» واستفتج أنه عمودي على المولد (/61). 








- 





الحل 





* لإثبات المطلوب يكفي أن نبرهن أنّ 45 عمودي على مستقيمين متقاطعين في المستوي (/501) . 
* ولكنَ 8 عمودي على كلاق ) أنه هماسا لدائرة قاعدة السخروطه» و 1011/1 خصف قطر فيها. 
" نحن إذن أمام الوضع المبيّن في المثال السابق وقد استبدلنا بالمستقيم (476) المستقيم (01/1)» 








ليكن المكعّب 1280010207077 . أثبت أن المستقيم (20) عمودي على © 
المستوي (1(221171). 


الحل 





يك برهان أن (776) عمودي على مستقيمين متقاطعين واقعين في المستوي (1028117). 

" القطعتان المستقيمتان [576] و[27] هما قطرا المربّع ©7287 . إذن المستقيمان (706) و (27) 
متعامدان. 

" المستقيم (8/7) عمودي على المستوي (270617) فهو عمودي على جميع مستقيماته. وبوجه 
خاص (87) عمودي على (570). 
وهكذا نرى أن (706) عموديّ على المستقيمين المتقاطعين (287) و (777)» فهو عموديّ على 
المستوي (101111). 


57 قحاوويم 


لتكن © دائرة في المستوي 27 قطرها [48]ء وليكن 258 المستقيم العموديّ في 4 على 
المستوي ‏ . نتأمّل نقطة 14 من 6©» ونقطة 7 من /. 
© أثبت أن المستقيمين (144) و (118) متعامدان. 

© أثبت أن المستقيم (117) عموديُ على المستوي (241177). 
© استنتج أن المستقيمين (348) و (1107) متعامدان. 








- 











الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي : 


المستقيم (5) يوازي : 





0 المستوي (2871728). © المستقيم (2772). © المستقيم (00) . 
المستوي (2478) يوازي : 

00 المستقيم ((21). © المستوي (200). © المستوي (27072). 
المستقيم (770) عمودي على : 

0 المستوي (7060) . © المستوي ((747). © المستقيم (477) . 
إذا كان 2 - 48 فطول القطعة المستقيمة [28] يساوي : 

© 20/3. 36 لد © 12/.. 

5 خم 
7 كايل رباعيَ وجوه منتظم 00 .ء أي وجوهه مثلثات متساوية 

الأضلاعح. لتكن النقطة م منتصف [80] والنقطة 7. منتصف 

[0]. بيّن الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة م 3 

فيما يأتي : 7 6 
المستقيم (757) يوازي : 

00 المستقيم ((281). © المستوي ((287). © المستقيم (247). 
له تقاطع المستويين (477) و(2480) هو : 

0 المستقيم (47). © المستقيم (47). © المستقيم (77). 
تك في رباعي الوجوه (4726001 يكون : 

0 وري قل ح ركم . © 477 متساوي الساقين. © 477 متساوي الأضلاع. 





- 





9ك نتأمل رباعي وجوه 480 . النقطة 11 هي الذة لنقطة من القطعة المستقيمة 3 
ار 
[ظ4] التي تُحقق المساواة 8 - 11ل والنقطة 27 هي النقطة من م 
8 
]1 
0( 


[0 4 التي 00 المساواة 0 ح ار ورحيرهء رةه 18 هي 





00207 
© أثبت أن (3477) يقطع (920)» وأنّ (272) يقطع ((01)» وأنّ (112) يقطع ((281). 
© نسمّي 7 و2. و1 نقاط التقاطع المتابقة بالترتيب. أثبت وقوحَ هذه النقاط على استقامة 
واحدة. 
98 مر اخل 

4 بحناً عن نتائج مباشرة. المستقيم (1477) محتوى في المستوي (480). ارسم المثلث 4180 وضع 
عليه النقطتين 24 و3 محترماً النسب في نص المسألة. هل المستقيمان (3/27) و (80) 
متوازيان؟ كرئر الأسلوب نفسه لإتمام حل السؤال الأول. 

4 بحناً عن طريق. ارسم النقاط 7 و7 و22 ؛ نقاط تقاطع المستقيمات (1477) و (375) و (112) مع 
المستوي (80) بالترتيب. كي نبرهن وقوع 7 و7 وك على استقامة واحدة يكفي أن 
نبرهن أنها تنتمي إلى تقاطع مستويين. عيّن هذين المستويين. 

ر أخجر الحل واكتبه بلغة سليمة. 


39 ناس رباعيّ وجووٍ 4807. لتكن 14 منتصف [48]ء ولتكن 4020م 


متصيه نم :اشر كك ده 101 حاف 0 - 07 . 





المطلوب هو رسم تقاطع المستوي (714727) مع وجوه رباعي الوجوه م 
4802 . حك 
98 غمر اخل 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. تنتمي النقطتان 214 و77 في آن معا إلى كل من الوجه 4607 والمستوي 
(34772). إذن» القطعة المستقيمة [1477] هي تقاطع هذا الوجه مع المستوي (31775). ويمكننا 
أن نستنتج بأسلوب ممائل أن [275] هو تقاطع الوجه 101 مع المستوي (31072). 











بحناً عن طريق. بقي أن نعيّنَ تقاطعَ المستوي (147727) مع الوجهين الآخرينء لذلك نهتمٌ بتقاطع هذا 
المستوي مع مستويي هذين الوجهين. 
" لماذا يتقاطع المستقيم (3477) مع المستوي (901)؟ لتكن 7 نقطة التقاطع هذه. 
" لماذا يكون المستقيمٌ (12) تقاطع المستويين (1175) و (8010)؟ 
" استنتج أنّ تقاطع (34772) والوجه (207 هو القطعة المستقيمة [20] وعيّن ). 
أ أجر الرُسمَ المطلوب. 


ن تنكام زفاعي وجوه ار - 4207 . وذ 2-0 عليه الذة لة3 1 557 5 
[6]ء تسم القطعتين. المستقيمتيق: |17] و [87]- المطلوب. إفيات أن م 8 
المستقيمين (478) و (010) متعامدان. 52 
999 غر اخل 
4 بحثاً عن نتائج مباشرة. وجوه 1807 مثلثاث متساوية الأضلاعء والنقطة 7 هي منتصف الضلء 
[02]» ماذا يمكنك القول إذن عن [47] و [97] في المثلثين 407 و 7017 ؟ 





4 بحناً عن طريق. لإثبات تعامد المستقيمين (48) و(2©) يكفي أن نثبت أنّ أحدهما عمودي على 
مستو يحوي الآخر. إذن يكفي أن نثبت أن (07©) عمودي على مستو يحوي (478) أو أن 
(2478) عمودي على مستو يحوي (019): 

" نتائج النقطة السابقة تبيّن لنا أي الخيارين السابقين هو الأنسب. 
* بين لماذا يكون المستقيمُ (072) عمودياً على المستوي (487) ؟ 
" استنتج أن (010) عمودي على (2478). 

أ أغجر الحل واكتبه بلغة سليمة. 


© نتأمّل كردن 7 طول ضلعه رده 4. فيه (60) و/) 


مركزا الوجهين 42807 و 470777 بالترتيب. احسب أطوال أضلاع 
المثّث '060. 


4 بحا عن نتائج مباشرة. عندما نري حساب أطوال أو زوايا في الفراغ: نبحث عن أشكال مستوية حتّى 
نتمكن من. الاستفادة من المبرهنات المعروفة في الهندسة المستوية. مثل مُبرهنة فيثاغورتث» أو 
مُبرهنة تالس أو غيرهما. 











- 





# بحثاً عن طريق. نريدُ حساب أطوال أضلاع المثلث '060. 
" نبحث عن شكل يفيد في حساب '200. ولكن 0 مركز المربع 4800 »: إذن 0 
منتصف [40]» وكذلك '0 منتصف [477]. ارسم المثلث 4770 واستتتج '00. 
* لنبحث عن شكل يفيد في حساب 06. إِنّ [©0] ضلعٌ في كل من المثلثات 2608 
و 600 و 607 وغيرهاء لماذا ترى. من المفيد. اختيار المتلث 9606 ارسم المثلث 
0 رامت 0ن 
أعد الطريقة السابقة لحساب 0'6. 


أ ان ال ر كيه بلق بل 





35 نتأمل مكعبا 4802870677 طول ضلعه «دع4. ارسم مخططا 
شبكيًا يمثل الشكل المستوي لمعن امس لسطح رباعي الوجوه 
47 . 
غر اخل 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. إن [40] و [077] و [574] أقطار مربّعات طول ضلع كل منها صده4. ما 
نوع المثلث 4077 ؟ 
بحا عن طريق. 
ريم الكل لسري لمحن المدن ار باع الجر 007 1 رار وجوه هذ اميك 
واحداً تلو آخر بعد أن نختار للبدء وجهاً يَسسْهْل رسمه. 
" بعد المناقشة الستابقة يمكننا أن نبدأ بالمثلث 4077,.. أنشئ هذا المثلث انطلاقاً من مربّع 
عون سبلحه ا 
* أتثبت أن بقيّة أوجه رباعيّ الوجوه في قَيْدِ الدراسة هي مثلثات قائمة: عين الزاوية 
القائمة في كل منها. 
" أنجز رسم الشكل المستوي المتصل الذي يمثل سطح رباعيّ الوجوه 0177 7/4 . 








6©2 ليكن 41801191017 متوازي مستطيلاتء فيه : 
من 4 - )م - ىو رحنكنءة3 ح لم 
0 أثبت أن المثلث 592 مثلث متساوي المتاقين. 
© ارسم بالقياس الحقيقئ مخططأ شبكيّا يمثل الشكل المستوي 0 
المتصل الموافق لسطح 547817 . 


4 











5 ليكن لدينا رباعي الوجوه 48017 . ولتكن 147 نقطة من [80]. 
نرسمٌ من /7 مستقيما موازيا للمستقيم (47) فيقطغ (40) في 1 
ونرسمٌ كذلك مستقيما موازيا للمستقيم (07) فيقطعٌ (82) في ل» 
المستوي (31757) يقطع المستقيم (47) في 77 . 
© أثبت أنّ كلا من المستقيمين (177) و (147) يوازي المستقيم (07). 
© أثبت أن كلا من المستقيمين (/71) و (714) يوازي المستقيم (478). 
© ما نوع الرباعي 711717 ؟ 





6 ليكن لدينا رباعي الوجوه 4207 . ولتكن تلد من [48ا]ء 
و نقطة من [40]» و6 نقطة من [47]. نفترض أن المستقيمين 
(8) و (80) غير متوازيين. وكذلك الأمر بالنسبة إلى المستقيمين 
©76) و (62©) والمستقيمين (706) و((87). 





0ك عن اط امسر 16 عد كن كر السترياف لم و الاك و اقيق 
© لإنشاء تقاطع المستوي (270) مع المستوي (2002) فعلنا ما يأتي : 
” عرفنا 1 نقطة تقاطع (617) مع (072)»: وعرزفنا 7 نقطة تقاطع (67) مع (87). 
فيكون المستقيم (806) هو تقاطع المستويين (870) و (8017)." 
أثبت صحّة هذا الإنشاء. 
© لتكن + نقطة تقاطع (5) مع (802). هل تتقاطعْ المستقيمات (80) و (87) و (87) 
في 7؟ 


و ليكن 180717071 مكعباً طول ضلعه «دع4» وليكن © مركز المربّع 77017 . 

© أثبت أن المستقيم (010) هو الفصل المشترك للمستويين (2)8106 6 
و (111781). 

© ارسم بالقياس الحقيقيّ المستطيل 757787 وعيّن عليه النقطة 0. 

© أثبت أن المستقيمين (778) و (07) متعامدان. 

© أثبت كذلك تعامد المستقيمين (777) و (276). واستنتج أن (©770) 
عموديٌ على المستوي ((77781)»: وأنه من ثم عموديٌ على (8/). 

© أثبت أن (78778) عموديْ على المستوي (27206). 


0 








- 











355 ليكن "28)21(2:7 ل را قائماً قاعدتاه )472 و 722/7 .ولتكن النقطلة 7 منتصف (2/7) 


و0 مركز المستطيل 80777. وأخيرا لتكن 17 نقطة تقاطع (40) مع المستوي (771). 


أثبت أن الرباعي 7271714 متوازي الأضلاع. 


6 ليكعن (1) 5 جع منطي تاهدته المربع 0 الذي مركزه (0). نفترض أرك : 


لكوم 8 م كاررق كرو كين 
ونعرف 7 نظيرة 5, بالنسبة إلى 0. 
5 انث أ فقت ل إرى ىو 5ك ب بتري . 
© أثبت أن الرباعيين 524760 و028772, مربّعان. 
(6 أفت. أن الوحوه الثمانية المح 51101017 مات مصساوية 
الأضلاع. ما اسم هذا المجمسم ؟ 
© نيكن 101 مقما طول خلعه رمف ولتكن: 2 نقطلة 
من [5]ء و0 نقطة من [78] و1. نقطة من [56] تحقق 
الشروط: 
من 1 ع لم و م3 ع لم و ج26 ح كار 
ارسم بالقياس الحقيقي مخططا شبكيًا مستويا متصلا لسطحَي جزأئ 
لمكي يه كيه رنن لساري راء 
مساهدة ١‏ تعمل الذرجا تحب حي 17 وال 0 111 


15 ليكن 41801211677 متوازي مستطيلاتء فيه: 
م4 - 80 - 48م و ص6 - ضهقل . 
لتكن النقطة 7. منتصف [56]» والنقطة 7 من [42] التي تحقق 
الشرط مك1 - 47. 








و0 لسر ديا يشش [ ول. 


9 نكن نينا باعي الوجوه المنتظم 478601 » نفتر رض أن مد 5 - 48 . ولتكن 7 وال و ك/ 
منتصفات حروفه [4758] و[460] و[42] بالترتيب. ارسم بالقياس الحقيقيَ مخططأ شبكيا 
ودر نضا يبن بحم الفحك الذي نحسين عليه بيذ جنذفه رياضر: الريحرة اليك كن 


رباعيّ الوجوه 18017 . 





- 





35 ليكن رباعيّ الوجوه '5/470, الذي نفترض فيه أنّ (5) عموديٌ على (480) وأنّ المثلث 

180 قائمٌ في 8 . 

© أثبت أن المستقيمين (920) و (54) متعامدان. 
© أثبت أن المثلث 580 قائم في 8. 

© لتكن 7 نقطة من [428] » نرسم المستوي المار بالنقطة 77 
عموديا على (48)؛ فيقطع (10) في النقطة 7» ويقطع (50) 
في 7.» ويقطع (598) في ع1 . 
© أثبت أن المستقيمين (80) و(87) متوازيان. 
© أثبت أنّ المستقيمين (787) و(17) متوازيان. 
© أتبت كذلك أن المستقيمين (12727) و (54) متوازيان. واستنتج توازي (/2]) و (17). 





© أثبت أن 287777 مستطيل. 
© نفترض أن 1 - 58م وأن 2 - 50 ح 4ى وأنّ « - 8ل . 
© أثبت أنّ 2# - 77 بتطبيق نظريّة تالس في المثلث 480.. 
© أثبت أن ( -2)1 - 8775 بتطبيق نظريّة تالس في المثلث 54.. 
© احسب (#2ت)لى : مساحة المستطيل 2771 بدلالة . 
©© أثبت أن “(2 -1) -1 -ح (ه -4)1. 
© ما هي قيمة ‏ التي تجعل (4)5. أكبر ما يمكن؟ عيّن عندئذ موضع 57 على [/] 
وبيّن طبيعة التباعيّ 7716 في هذه الحالة. 








الاشعة والحندسة التحليلية 





© الأشعّة والمساواةالشعاعية 
©© جم الأشخة وطرحها 

5 صرب شعاويهدة | 
© الامرتباط امخطى لشعاعين 
6 متزية ذال 00 آا 





لا يُغعرف أصل قاعدة متوازي الأضلاع في جمع الأشعّة نظراً إلى 
بساطتها وحدسيتهاء وقد تكون قد وردث في عمل ضاعت آثاره 
لأرسطوطاليس» وهي موجودة في ميكانيك هيرون الاسكندري من 
القرن الأول للميلادء وهي أول النتائج الواردة 5 15 0000000 
الذي حمل اسم مبادئ الرياضيات (1687) عدءأتمسعطكد81 متمتعسعط. 
لفد تعامل نيوتن حصريا مع مقادير شعاعية مثل السرعة والقوة» ولم 
يذكر مفهوم الشعاع بصفته مفهوما قائما 221 01 07 0000 
للأشعة فهي من نتاج القرنين الثانه 2 000001 

نشأت الأشعّة أول ما نشأت في العتين |1 07 33000 
عشر مع التمثيل الهندسي: للاعداد العنانة 0ك ل ا 
مثل و سل آعووه171 و ار غاند 01مندع:4 وغاو س 31155>) و غير همء لع 
الأعداد العقديّة بصفتها نقاطاً في المدري) 1( 221 00000000000207 
تتالت أعمال العديد من العلماء مثل اهامر 00000000000007 
هذا المفهوم في صيغته الحاليت حبك اكدداة 0 0 000 
من المفاهيم في الفيزياء والرياضيّات التطبيقيّة. 








©© متدّمةعامة 


لنتأمّل الشكل الآتي الناتج عن رصف مقاطع زخرفيّة متماثلة» ولنحاول الإجابة عن الأسئلة الآتية : 


- اللا 5 - 
لع وى لتنج لعن لليهمم ‏ 


اا لل لس ا لاس » الاصاا 





6 1: آبات لفق 
© في كل من الحالات الآتية عيّن صورة كل من المقطعين © و © وفق الانسحاب: 


©» عر ,7 الذي ينقل 4 إلى '4 . ©» م ,7 الذي ينقل 4 إلى . 


© لنحاول فهم لماذا كان لهذه الانسحابات تأثيرات مختلفة على المقاطع الزخرفية. 
©» أيكون للمستقيمين (/4) و(42) المنحى نفسه ؟ أي هل هما متوزيان ؟ 
© للمستقيمات (4/7ك4) و(474) و(22) المنحى نفسه. قارن جهة الانتقال» من 4 إلى /كلء: 
ومن 4 إلى ١711‏ ومن (7 إلى 77 . 
» قارن طولي /44 و 217 . 


2 انسحابات متمائلة 


© في كل من الحالات الآتية عيّن صورة كل من المقاطع © و© و © و © وفق الانسحاب: 


© ,7 الذي ينقل 4 إلى '4 . » بر_27 الذي ينقل 8 إلى '8. 
» سن,_12 الذي ينقل © إلى '0. © سر_2 الذي ينقل 72 إلى '2. 


» بر,_ب2 الذي ينقل 2 إلى '28 . 

© اشرح لماذا كان لهذه الانسحابات التأثير نفسه على المقاطع الزخرفيّة. 

© باستعمال نقاط أخرى من الشكلء اذكر انسحابا آخر تأثيره على المقاطع الزخرفية يماثل تأثير 
اسهد .0 





- 








© الأشعة 
الانسحاب الذي ينقل 4 إلى '4 ينقل أيضاً 8 إلى '8ء وكذلك ينقل © إلى “0»..... نقول 
إن الأزواج /4.بك)ء /8,8)» (0,07)»:..» التي تكوّن كل منها من نقطة وصورتها وفق هذا 
الانسحاب تعرف كاثناً واحداً نسميه شعاعاً ونرمز إليه بالتمز 2# (ونقرؤه ”الشعاع .»م“). 
نرمز أيضاً إلى هذا الشعاع بالرئمز 447 للتذكير بمُمثل هذا الشعاع الذي مبدوؤه 4ء أو 88/7 
أى 6067 أو ندم شتكقب 
| أمن د أقله - أهم دع 
© يقول ساطع ”الشعاعان /4 و4/'4 متماثلان“. اشرح لماذا جافاه الصواب. 
© باستعمال النقاط في الشكل ٠»‏ اذكر أشعة أخرى تمثل كلا من الشعاعين 80 و (828.. 


© الاشمّة والمساواةالشعاعية 
لح المنحي والجمة 


عندما يكون مستقيمان متوازيين نقول إن لهما المنحى نفسه. وعندما نعطى منحى ما بواسطة مستقيم 
(47) يكون لدينا جهتان ممكنتان : جهة من 4 إلى 8» وجهة أخرى من 8 إلى 4 . 


2 _ 

1 يت 
ف الأنسحايه والمساواأة الشعامية 
لتكن 4 و2 نقطتين مختلفتين كما في الشكل . الانسحاب الذي ينقل 4 إلى » ينقل أيضاً © إلى 
2» و8 إلى #ء و 34 إلى 7دء و2 إلى ©. نقرن بهذا الانسحاب الشعاع 2 الذي 

لعا منحاه : محدد بالمستقيم (2478). 

لعا جهته : من 4 إلى 2. 

ها طوله : طول القطعة المستقيمة [43]. 


ويمكن أن نرمز إلى هذا الشعاع أيضا بالرّمز 
2 (بداية الشعاع ل ونهايته 5)ء2 و 0 





مم كك ررك ررم تك ررم كه 
أو 1040 أو.... ل 





" القول إن 027 - 48 يعنى أن الانسحاب الذي ينقل 4 إلى 8 ينقل 
أيضاً 0 إلى 2ء وعندها نسمي هذا الانسحاب : الانسحاب الذي 


شعاعه 42 . 
8 القول. إن شعاعين عتساؤيان يعني 1 ليما العتكى ننسه :و الجهة ننسها 
والطول نفسه. 


" لتمثيل شعاع ما 7 يمكننا اختيار مبدأ كيفيٌ لهذا الشعاعء فإذا كان 
8 - 8 وكانت 7 نقطة من المستوي. أمكن رسم الشعاع 1/07 الذي 
بحف 7 - انلا . 
في الحقيقة لدينا الخاصّة المهمّة الآتية : 


© ناسة ممق 

" إذا كان الرتباعيّ 48072 متوازي الأضلاع كان 70 - 48 . 

" وبالعكسء إذا لم تكن النقاط 4. و8 و© على استقامة واحدة» وكان 
6 - 48 كان الرتباعيّ 1807 متوازي الأضلاع. 








أصحيح أن الشرط اللازم والكافي لتحقق المساواة الشعاعيّة "70 - 47 هو أن تكون القطعتان 
المستقيمتان [460] و [870] متناصفتين» أي أن يكون منتصف [4600/] منطبقا على منتصف [(81] ؟ 


الاك كس م كاد كرك سس سام اس واد اس 
م كس ساك اسركس اك اس كك كرك داس 
0 دسا 1ك لسك اه 


كك اك 
لت ا اك ساس ساس وا قات لس 
اذه تش اس اه اكد اه اج ساس اساهاة 1ك كس اه 
سر امام سا اج اج اس ساكس اذه اك ساس ساس 





له لمر 0 : أيَآً كانت النقطة 14 من المستويء كان 6 - 11/1 . 

9 الشعاع المعاكس لشعاع 2 : هو الشعاع الذي منحاه منحى العا 
72 وطويلته تساوي طويلة الشعاخ 2 وجهته عكس جهة الشعاع 
2/ 00 إذن الشعاع 2/1 ٠‏ ونكتب : 28 - ارق . 
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© ليكن # الشعاع الذي منحاه (478) وجهته من 4 إلى 8 وطوله 7 
م نق٠‏ 7 
© ارسم الشكل المجاور في دفترك. 7 
© أنشئ الشعاعين 1/417 و 277 بحيث 1/77 - زر ح [,. 
© تأمّل الشكل التالي؛ ثم املأ الفراغات [ ] فيما يلي. 
© []لة1 ح قم © [إلمة د يروص © 2/[] [م. 
© سلاح #ثالء © [ا8 عد قم © © - اقير. 
© النقطة 7 هي صورة [] وفق الانسحاب الذي شعاعه 20 . 
© النقطة [] هي صورة 7 وفق الانسحاب الذي شعاعه 67. 
© النقطة 7 هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه |[ ]5. 
© النقطة 7 هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه | ] 6. 
© نتأمّل في الشكل المجاور معيّناً 4807 . لتكن 5 و نظيرتي / 7 1 
و7 بالنسبة إلى © بالترتيب. علل ما يأتي: 
© 70-07 د عم 0 0 
© 09 - 4م ح بجر 5 
29 


© يم - بيرم - 460 


© 4802 و 0287 هما متوازيا أضلاع بحيث لا تقع النقاط 4 و8 
و8 و" على استقامة واحدة. 
أتبت أن الرباعي 4277 متوازي أضلاع. 








- 





© جم الأشخة وطربحها 


ا علاقة شال 5ع21351. طرو بقّة المذلث 


لحنياي: مجموع التبداعين. 7و0 تكذان نقطة ك4 .من المسترى ثم 
ننه الشيلة ١‏ سن ليع سا 2 يران الشلة 0 الشركة 
0ت .. عندكذ يكون: مك 7 جح مر . 





تسمّى المساواة 460 - 80 + 48 علاقة شال وهي محققة أي كانت النقاط 4 و8 و0 في 


عندما يكون للشعاعين 7# و2 المبدأ نفسه 4 ويكون 42 - 7 


ولك -3» غتدقة 12-2 يسازي الشعاح 16 .حيك. 6 هي النقطة 
من المستوي التي تجعل المضلع 1807 متوازي الأضلاع. 


شل طرج شعامين 


نحصل على حاصل طرح الشعاع 2 من # بجمع الشعاع 7 





ليكن. 45617 مسيقظيلا مركنه :6 أنقي .على شكلين مختلتين. : 
© النقطة 58 التي تحقق 02 + 48 - 4 . 
© النقطة ”7 التي تحقق 28 - 40 - 07. 





الحل 


© نعيّن 8 بالشرط 08 - 82 . 
عندها يكون لدينا استناداً إلى علاقة شال : 


م ع نم مك وخر بح وام سن ور . 











© هنا لدينا عملية طرحء ولنتذكر أنّ 872 - 8ض-ء إذن تؤول 
المسألة إلى تعيين النقطة 7 التي تحقق: 





8 + 40 - 07. 0 ِ 8 سهد 
نتتنيغ.من. 6 الشعاعين. 2.4ب "00 و 877 2 "02 فيكو _- 


أنرن د 000 بت زر بن ل بك بزب 107 . 


ثم ننشئ 7 باستعمال طريقة متوازي الأضلاع. 


لكلا بت من ده شعاعية 


© أثبت أنه أي كانت النقاط 0 و4 و8 من المستويء فإِنَ 04 - 08 - 48 
© لتكن 4 و8 و©2 ثلاث نقاط في المستويء وليكن 7 منتصف القطعة المستقيمة 80 + أثبت 
أ بدك رار عد ررد 


الحل 








ا 0 
© للتعبير عن الشعاع 1م يدللة الشماعية لم ف 46 استكال 


5 0 ِ 5 وحمم ‏ شبد 1 
الشعاع- 17 بأسلوب تظلهر كلا من الشعاعيق. 1ه ىو 16 
أولاً. 82 + 48 - 4#مء وهكذا نحصل على علاقة فيها الشعاع 
28 . 
92 7 _ 


ثانياً. 07 + 40 - 47 ء فنحصل على علاقة فيها الشعاع 40 . 
بجمع العلاقتين السابقتيز طرفاً مع طرف تجد : 
رو ان ا ادل ار بك ارد 
ولكنٌ النقطة 7 هي منتصف [90] والشعاعان 87 و07 متعاكسان أي 0 -ح 07 + 871 . إذن 
6 + قم - 47ر2 





كرك 


0 لتكن 4 و8 و© ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة. نضع 48 - 7 و4600 - 7. أنشئ 
النقاط 85 و7 و 6 و7 التي تحقق 


يللدم لدم سسنسم بوسنم 


ل زف ح لم ,له وم ع لل ,له - ىه ح ىلم ,نه ل نه ح يكلم 








ليكن # شعاعاً غير معدوم وليكن # عددا حقيقيًاً غير معدوم» عندئذ 
" جداء ضرب الشعاع 7# بالعدد الحقيقيَ الموجب 0 < م هو الشعاع 6# المعرّف بالخواص 
الاتية: 
© للشعاعين 7# و6 المنحى نفسه. 

© للشعاعين # و52 الجهة نفسها. 

© طول الشعاع 87# يساوي جداء ضرب طول الشعاع © بالعدد #. 





" جداء ضرب الشعاع 7 بالعدد الحقيقيّ السالب 0 > # هو الشعاع 87 المعرف بالخواص 
الاتية: 8 
© للشعاعين 7# و5# المنحى نفسه. مر 
8 السام 7 10 حيتان متجاكستان, 0 


© طول الشعاع #7 يساوي جداء ضرب طول الشعاع # بالعدد |6 | - م-. 


" جرت العادة أن نرمز إلى طول شعاع #” بالرمز |15 وعليه يمكن تلخيص العلاقة بين طولي 
الشعاعين # و 5# بالقول إنّ طول الشعاع 6# يساوي طول الشعاع مضر وبا بالقيمة المطلقة 
للعدد #ء أي |8٠١1|‏ - |60 |. 

















أ قواءت الحماب 


يمكن إجراء العديد من الحسابات على الأشعّة بأسلوب يشبه ما نفعله مع الأعداد. وبهدف تثبيت 
هذه العمليات نلخصها فيما يأتي : 


40 مُبرسَنة 
ليكن 8 و“ عددين حقيقيّين» وليكن 7 و 

© 0ن إذا وفقط إذا كان 0 - # أو ( - 
+ 0م ع ( 2 + 8)10. 

+ 50 ح 17[ "6 + 8). 





6 





* وفق القاعدة الثَالثة : 348- - 8هرة - 2) - 8اءة - 248. 
5 ل القاعدة الرابعة : 38 - | هد أة - 2 


* بتطبيق القاعدة الثانية ثمّ علاقة شال نجد : 
60 - |80 + قهأة - 380 + ظاة - ٠:‏ . 


من القاعدة الرابعة نجد : 27 - 227 ِ- 5 2 5 


- 3410 تكافئ 0 - /41 أي 4 - 11 وذلك استناداً إلى القاعدة الأولى. 
يمكننا أن نكتب وفق القاعدة الثانية : 52 - 57- - [ 7 + 5)7-. 


* تعطينا القاعدة الثالثة الخاصة الآتية : أي كان العدد الحقيقيّ نه كان 
27 ل إأتو - 2+2[7) 





© منتصف قطعة مستقيمة : إنّ منتصف القطعة المستقيمة [48] هي النقطة 
7 التي تحقق العلاقة : 247 - 48 أو 78 - 11 الدية 
نفسها بأيّ واحدة من العلاقات الآتية : 7 


ع 


28 زم ا - 11 أو لح ضر ه11 


- 








© مركزٌ ثقل مثلث : مركز ثقل مثلث 480 هو نقطة تلاقي متوسطاته» فهو 4 
إذن النقطة © التي تحقق : 
7 - 46 9 7 - م6 0 7 ُ 
عندما يكون [47] المتوسط المرسوم من الرأس 4 . ونعيّر عن الخاصة نفسها بالعلاقتين : 
ا ”ا 
3 , 
ومن جهة أخرىء نلاحظ باستعمال علاقة شال أن 
68 - 01 ىو :61ر60 
إذن بجمع هاتين العلاقتين نجد 
لهك لحك 606 عد 09ح ]مد 
ولكن الشعاعين 07 و27 متعاكسان لأنّ 7 منتصف [890]» إذن 0 - 7ر8 + 07 وعليه 
0 + 8ج ع 067 4 
فإذا تذكرنا أن 267 - 64 وصلنا إلى المساواة 
1[ - 60 + 8ن دمج 0 . 


© لنتأمّل المثلث 480,.. إذا كانت 14 منتصف الضلع [4/]» وكانت 7 منتصف الضلع [460]ء 


كات 0 - 107 71 
في الحقيقة» يمكننا أن نبرهن صحة هذه النتيجة باستعمال الأشعة كما يأتي : 1 1 
6 - [40 +84 )أ - 84+240ح - آله + 4ل1 - اللا 0 7 


مر 5 
يذ تدرب 
ليكن 7 و7 شعاعيْن. في كل من الحالات الآتية اكتب الشعاع 7 بالشكل نه + 7 - 7 حيث 


كف 


و؛ عددان حقيقيان. 


© 22+(7-2+27-ة 
© (22+7-2-2- دج 








يقودنا استعمال القواعد الثانية والثالثة والرابعة مباشرة إلى النتائج الآتية : 


0 
وتنك 93 9ع اك وخاسله | زر نه 9ه 0 ىت 1 
قد 3 [2+ 1) 
وج رباج را كينوت اعد 8911ه ]1ج 
00 1 0 (1-2) 
© 
ل ل شر 
/ / / 1 / 5 
|11 |11 2 1 2ه 90ل بدت 
الس 2 اسحتستاكا] كد ياه اد مده احم كك 
- 4 5 : :3 5 
5 ., 132 
| كت ماك اححكححه حك 
11 20 





© بَيّنَ الصواب من الخطأ في العبازات: الآتية مُعللاً إجابتك : 


© إذا كان 480 مثلثاً متساوي الساقين كان 6 - 48 . 

© إذا كان 4802 متوازي الأضلاع كان 87 - 80 + 84 . 

© إذا كان [47] متومتطاً في المثّث 480 كان : [ 40 + هم )2 - 41 . 

© إذا كان 848 - 46 كان 28 - 80 . 

© إذا كانت © نظيرة 4, بالنسبة إلى منتصف [82ه] كان 42 + 4 - 40.. 


- 








© الام تباط الكنطلى لشعاعين 


نقول إن الشعاعين غير المعدومين 48 - 8# و02 - 2 مرتبطان خطياً ‏ م - 
إذا وفقط إذا وُجد عددٌ حقيقيٌ # يُحقق المساواة 8# - 2. وهذا يُكافئ القول إِنَّ 0 
لهما المنحى ذاته» أو إِنّ المستقيمين (42) و (7©) متوازيان أو طبوقان. 
ونصطلح أن الشعاع الصفريّ 0 مرتبط خطيا بأي شعاع #» لأنّ 0# - 0» وذلك مع أنه لا 
معنى للحديث عن منحى الشعاع الصفري إذ لا منحى له. 


تتمثل أهمّية خاصة الارتباط الخطيّ لشعاعين في كونها تعبر عن خواص هندسيّة مهمّة : 





* المستقيمان (247) و (02) متوازيان إذا وفقط إذا وجد عددٌ حقيقي / يُحقق : 647 - 07. 


" تقع النقاط 4 و8 و© على استقامة واحدة إذا وفقط إذا وجد عددٌ حقيقيٌ م يُحقق: 
8278 - 40 . 


إمفال | إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 


ليكن 4807 متوازي أضلاع مركزه 0» وليكن 7 منتصف القطعة 
[ك]. يقطع المستقيمٌ الما بالنقطة 2 موازيا (40) المستقيمَ 000003 
الما بالنقطة © موازيا (822) في النقطة /.. أثبت أنّ النقاط 0 
و7 و7 تقع على استقامة واحدة. 
يبدو من الشكل أنه يمكن التعبير عن الشعاع 07 بدلالة الشعاع 280 . في الواقع إذا تأَمّلنا المثلث 
186 وجدنا أنّ 7 منتصف [84] وأنّ 0 منتصف [40]» نستنتج إذن العلاقة (1) الآتية : 








1-06 - 01. 
لنحاول الآن كتابة 67 بدلالة 86 . ينتج من معطيات المسألة أن المضلع 0677 متوازي الأضلاع 
وعنه. 260172-00 6 لما كانت النقطلة 6. منتضف» اتاض] استتهنا أ 7-130 (01: ومكه تحد 
العلاقة (2) الآتية : 80 - 00 + 80 - 07. بمقارنة العلاقتين (1) و (2) يمكننا أن نكتب 

10- - 01.» فالنقاط 0 و7 و7 تقع على استقامة واحدة. 





- 











إمفال | إثبات توازي مستقيمين 


١ 1 /‏ 1 6 2ك 

لنتأمّل المثّث 480 » ولتكن 7 النقطة المحققة للعلاقة 248 - 47 0 

1 الشلة المحننة السنقة 10ر1 يم لي / 
جياه بنك ويم عله 1 

© اكتب 70 و8 بدلالة 48 و46 . 8 


© استنتج أن المستقيمين (70) و (8.7) متوازيان. 





الحل 


انطلاقاً من علاقة شال يمكننا أن نكتب 40 + 74 - 76 . ومن الفرض لدينا 28 - 47 فنحصل 


على العلاقة الآتية : 06 + 8م - - 10 ومنها 
رك وين 
يكنب وأساوب همال الطلذة ا من علكقة فيال ؟ ل مجر ع رنل» ولكن ارد ج ل ومته العككة 


الآنية +  6©(‏ 8+346م- - ره 


تسرد السو نإ ار ل قي 000و كر منت إن إن السمامين ل 0 ور يطاقن خطيا 
فالمستقيمان (70) و(57) متوازيان. 
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9 نتأمّل متوازي أضلاع 4807.. ونعرف النقطتين 34 و27 بالعلاقتين 
78 - 01/1 و مد - ابه 
اسم تكلا متاسيا: 


© استنتج أن المستقيمين (47114) و (277) متوازيان. 


© ليكن 480, مثلثا. لتكن 7 منتصف [48]ء و,. النقطة المُعرفة بالمساواة 208 - 07. 
وأخيرا لتكن © النقطة التي تجعل الرباعيّ 7007 متوازي الأضلاع. 
© أثبت أن النقطة © هي منتصف [4]. 
أ يكفي أن نبرهن أن © تحقّق إحدى الخواص المميّزة لنقطة المنتصف كأن نبرهن أن 
6 - 7 + 4 باستعمال علاقة شال. 
© أثبت أنّ النقطة © هي مركز ثقل المثلث 407.. 





- 





© متوّمة ب المندسةالتحليالة 


اختيار مَعْلم على مستقيم 4 » يعني اختيار نقطتين © و7 من هذا المستقيم 7١‏ 
بهذا الترتيب. نسمّي 0 المبدأ ونعرّف الشعاع 07 - 7» الذي نسمّيه شعاع ا 
الأساس ونرمز إلى المَغلم بالرمز و 0 ورتكورن. فاصلة النقطة 2 من 
المستقيم 2 في المَعْلّم (0:7) هي العدد الحقيقي الوحيد ‏ الذي يحقق: 7نه - /01. 


اختيارٌ مَعْلّم في المستوي يعني إعطاء ثلاث نقاط» ليست على استقامة واحدة» 0 و7 و/ بهذا 
الترتيب. نسمّي 0 المبدأ ونعرّف الشعاعين غير المرتبطين خطياً 07 - 7 و07 - , نسميهما 
شعاعي الأساس. نرمز إلى المَغلم بالرمز ا ونسمّي المستقيم (07) محور الفواصل 
والمستقيم (07) محور التراتيب. 

في المستوي هناك ثلاثة أنواع من المعالمء المَعْلم الكيفي والمَعلّم المتعامد والمَعْلم المتجانس كما 
هو موضح في الشكل ادذي . 








(02) ل (01) (07) ل (071) و07 - 01 
لنتأمل مَعْلما (0:7,7) في المستوي ولتكن /11 نقطة من المستوي. 
# إذا لم تكن 14 واقعة على أحد محوري المَغلم» أنشأنا من 14 
موازيا لمحور التراتيب (0.7) فيقطع محور الفواصل في 22 
وموازيا لمحور الفواصل (07) فيقطع محور التراتيب في ()6. 
نستنج أن الرباعيّ 021140 متوازي الأضلاع وأن 
0 + م0 - 011 





ينتج مما سبق أنه يوجد عددان حقيقيان ‏ و« بحيث يكون 1 - 02 و 7 ح 060 ومن نم 
+ 7ه - 0114. ونقبل أن الثنائية (,) التي تحقق العلاقة ع + 1 - 011 وحيدة. 





- 





* إذا كانت 14 على محور الفواصل فثمّة عدد حقيقيّ ‏ يحقق 7 - 014. وإذا كانت 14 على 


ومته التعريت الات + 


نقول إِنّ (8,:ه) هما إحداثيتا النقطة 3/1 في مَعْلَّم [0:7,7) إذا وفقط إذا تحققت المساواة : 





7 + آنه - 011» ونكتب ((1,:ه) 11 . 


نسمّي 5 فاصلة النقطة 12 ونسمّي , ترتيبها. 


يفيد اختيار مَعْلم في المستوي في معالجة المسائل الهندسيّة بطرائق حسابيّة إذ نستعيض عن 
النقطة 14 بزوج من الأعداد الحقيقيّة هو الثنائيّة (7:,:) التي تمثل إحداثيّتي النقطة /711. 





لنتأمل مَعْلّما متعامدا ( 0:7,7). 
© مثل في المستوي النقاط الآتية 
(1-,1.5-) 34 و (0.5-,27)1.5 و (2)0,1.5 و(2.5,0-)0 
© مثل في المستوي نفسه النقاط 4 و8 و © و2 التي تحقق 
دون بد كور رود الطكاون ىر دصرن 





الحل 





9ه النتتكر أوكل أن الاحدافية الأولى شمن قاصيلة. النقطلة 
في حين أن الإحدائيّة الثانية تمثل ترتيب النقطة. لمّا كانت 
فاصيلة النقظلة 7 معدومة ايتتتحنا انها وراقعة على محور 
لايم وتنا كان ذرفيب النفطة 00 محدوي امتشكنا |0 
انها واقعة على محور التواضل» أخير ا يدن الشكلن. جانا 
مواضع النقطتين و (ار. 


كك اك كرك يه ا اكاك كاك 
م م 38 5 نكاد 
هسك كس كس كدت خا كردم كركله 





ل كرك كاك كعك كك اسك 
كر ند اك اه امس قن امه وس ساس 
نه كك اك نك ل كك 1-0 
كك ما م سكم ضر كرك كاك كرس 
م نس تسم كس ناس اك دك فرك 
كاك كيك اك سروس نكاس ساس كاه كام 





اكه نر ات ساكس اهام اك كس اكه 
تاكس اس قاس اس ساس سرك تكسم 





مر داتاتك د قات تمرك 
اسع م كل مسن تم مم كم 
تكاس اسك سم كاك ل سد سنس كس 
اكت تساك كام يس امم نمكم 











8 انيحث: أرلا خن إحدلقتات النقاظ كر و 2 60و الم الما كان 01ت إن امسشكحنا أذ :قارع 
وأنَ 4 تقع على محور الفواصل. ولمّا كان 7- - 08 استنتجنا أن (1-,8)0 وأنَ 8 تقع على 
محور التراتيب. ونجد بأسلوب مماثل أنّ (3,2-)© و (2)3,1 . 





- 





ليكن 48072 متوازي أضلاع مركزه 0. وليكن 6 مركز ثقل المثلث 480.. عيّن إحداثيات 
النقاط 4 و8 و © و2 و0 و © في المَعلم (48,472 :ك) . 





لتعيين إحداثيتي نقطة /13 في مَعلَم (4:2,2) يجب التعبير عن الشعاع 477 بدلالة شعاعي 


الأساس 7# و8. 





الحل 

النقطة 4 هي مبدأ المَعلّم إذن (4)0,0.. والنقطة 8 هي نهاية شعاع الأساس 
على محور الفواصل إذن (2)01,0 . وبالأسلوب نفسه نجد أنّ (2)0,1 . 

ولمّا كان 4807 متوازي أضلاع استنتجنا أن 1-472- 1-048 - 42 +48 - 46 » إذن 





(0)11. وكذلك نتذكر أن 0 هي منتصف [40]ء إذن 


00 + 4ح - (18 + ظه4) 2 - 140 


وأخيرا لتكن 7 منتصف [70]. فيكون 


7 2 1 48 + 
5 5 5 ِ 


- 


نتبّت في هذه الفقرة مَعلما ( 0:7,7). 
" نتأمّل شعاعاً #» ولتكن 14 النقطة من المستوي التي تحقق 
5 - 011» ولتكن (1,) إحدائيّتي النقطة /1. نعلم أن 
50000 





ومن ثم يُكتب أي شعاع 7# في المستوي بالصّيغة 7 + 8:ه - 87. 
" نسمّي (7,) مركبتي الشعاع + في المَعلم [2)0:1,2» ونكتب (/70)2:,4 أو 


ذلك. .وكما سترى» الكتابة الشاقولية لمركبات الأشعة مريحة حِذا عند .إجراء العمليّات على 





7 تعبيرا عن 





الأشعة. 
5 / 
" يتساوى الشعاعان |,,|# و |///72 إذا وفقط إذا كان ' ح نه و ٠“‏ - ن. 


- 



































9 استنادا إلى الفرض لدينا إن + 7ه - 2# و ن + © - 7 وعليه 


نه ل واو د نو ل نبو ح ثم ل م7 

















5 
7ن + ن) + ابه + به) - 
* إذا كان 65 - 2» حيث + عددٌ حقيقي» وكان |7 كان 0 00 
" حساب مركبات شعاع بدلالة إحداثيات بدايته ونهايته. لتكن النقطتان (,ل#ا,يئة)ك و (,ا,ينة)8 
عندف. يكوورن 8 00000 
1 0 0 
(/ة - وله دوتة - و2 ) 3 رده 0 








9 يمكننا أن نكتب انطلاقاً من علاقة شال : 8د 40 ديهم ولمّا كان 0- 
ابسقنتهنا 0 رازن بت نار . ولكق 


1 3 70 د وري و 


1/7 3 0 ح لمر( 


ومنه ولا ,نه ) 07 و (لاءينه)04. وعليه تكون [,؛- ,#,يتنه - ,2) هي مركبات الشعاع 
04 - 8م - 48 . 





0 إحدائيّات منتصف قطعة مستقيمة : لتكن لدينا النقطتان (,1,,)/ 


ف (ولةرونة اقل + عندئذ تعطى إحداتثيتا النقطة 7 منتصف القطعة [4/ا 








1 اعد اذ 
1-0 2 ل لنكفد 


© في الحقيقة» تك العشاو 81 0 ع زر عدر ابتى تعرّف النقطة 7» بواسطة المركبات, 
بالشكل 

0 _- كه - 7 

0 رغ - 6 


أو 0) ح- عنول ح ونه حك ونه و ) ح ,و2 - ننه + ,ة. ومنه نحسب ره و ,رلا ٠‏ 


رلك - ولك 
ع انا 




















- 








2 إحدائيات مركز ثقل مكلك لتكن لدينا النقاط /1: )4 و (را .)12 
و (.8,.:ه)0. إن إحداثيتي © مركز تقل المثلث 480 هما : 


بتاعا لوحك 2 م ع رول 1 س1 
ف ونه و 0-209 6 8 


0 في لكف كن المساواة 0 - 0© + 8 + 64 التي تعرئف النقطة ©» بواسطة 


- نك 


بع حت ىل 


0 76 


0 


بالأاحد ىل 




















ومنهكه نحسب 26 و جلا٠‏ 


7 سس ع 
و مرتبطين خطيا إذا وفقط إذا 


© الارتباط الخطي. يكون الشعاعان غير المعدومين | ,' 














تحققت العلاقة : 0 ح كرو بنع - “رن 2 . 


9 لنفترض أن 0 د # و0 عد :. يكون الشعاعان 7# و مرتبطين خطيا إذا وفقط إذا وُجد عدد 


1 
3 


/ / 
5 9 واس ام 5 ٠.‏ 6 . 49 .4 .. ا 
4 وهذا يكافي: كون النسبتان 79 0 متساويتين. اي 


حقيقي م يحقق 92م - 7» أو 





7 
0 
/ 5 ءِ- 5 

لسكا ور أن هذا يُكافئْ استنادا إلى قاعدة الضرب التقاطعي أن يكون "مع ح /رإنه . 
فخار الصنيفة .0 ح 'بوروب أو يعدم احنو انها حلى مقاماك: فهن تفي الخاصية صجيحة حقى في جالة 








كون 0 دآ#ء أو 0 ح يء ونترك هذا التحقق للقارئ. 


1ل 383 . عندئذ نلاحظ أن 


-11+ 3-1[)0/3/.) ح رواج - رإنه 





فالشعاعان + و٠‏ مرتبطان خطيا. 





- 








© المسافة بين نقطتين. نفترض في هذه الفقرة أن المَعلم (0:7,7) متجانس. 
لتكن لدينا النقطتان (,4)2,,1. و (,8),.0. عندئذ تعطى المسافة بين النقطتين 
كل و2 بالعلاقة : 

“يلا - 0,ل8ة) د “(ينه - ونة) د ح 41 . 
وذلك بالاستفادة من مبرهنة فيقاغورث. 


7 2 كان طول الشعاع 8 مساويا 0# + تمل - |8|. 








وبوجه خاص إذا كان 


189 حمر 


لماذا لا يمكن استعمال علاقة المسافة بين نقطتين في مَعْلَم غير متجانس ؟ 
72 5 
هذ تدرب 
0 ادرس» في الحاللات الاتية. الإرتباط الخطي للشعاعين 7 و: 
1 1 
9--) 1 . © |<-,- ]ع 
و(69-)ة 82-4 


© (2-,2)3 و(1-,02)6. © (5-,2)10 و(4,2-)0 








0 


)2,-3( © 


© نتأمّل في مَعْلَم النقاط (2,4-)4 و(8)4,2 و(1-,0)© و(3,0-)2. لتكن 5 منتصف [24/2]. 
عيّن طبيعة الرباعييّن 4807 و4502 . 
© نتأمّل في مَعلّم متجانس النقاط (1,2-)4 و (8)2,1 و(1-,2-)0© احسب أطوال أضلاع المثلث 
0 واستنتج نوعه. 
© نتأمّل في مَعلَم متجانس النقاط (2,3-)4 و (8)4,5 و (0)0,5 و (2)5,1. 
© احسب محيط المثلث 486 . 
© احسب إحداثيتي 27 منتصف القطعة 08 ثم استنتج طول المتوستط 427 . 
© احسب 5007 الشعاعين 48 و 672. 
© أثبت أن المستقيمين (48) و(02©) متقاطعان. 
فيما 0 نفترض غددا حقيقيا: 
© اكتبء بدلالة #» إحداثيّتي النقطة 14 التي تحقق 48م - 414 . 
© احسبء بدلالة م2 مركيات الشعاع 1 . 
© عيّن # كي يكون الشعاعان 074 و07 مرتبطين خطيا. واستنتج إحداثيتي نقطة تقاطع 
المستقيمين (48) و(02). 





- 





كله غرينات ومسائل 


01 بين الإجابات الصّحيحة من بين الإجابات المقترحة في كل من الحالات الآتية : 
فا اليكن 1176 متلذاء.عر كز قله 6 ومتقصيته التطلعة |16 هو ال عندلة : 


محك ر 


© 8د - 46 © 08- - 61 © 48 - 08 - 64 
. في | لمَعلم [ 0:4,3)» نفترض أن 37 + 5#- - 014 ان عنذكك * 

© 01477 مثلث. © 0 و32 و7 على استقامة واحدة. © 457 - 37 - نز 
" لنتأمل في المَعلّم المتجانس (0:7,7) النقاط (4)4,5. و (8)2,1 و (0)8,3. عندئذ : 

9 4 و80 مرتبطان. ‏ © 248/. - ١.80‏ ©4860 قائم ومتساوي الستاقين. 
" لنتأمّل في المعلم ا النقاط (4)2,0 و(8)6,2 و (3,5)© و (2)1,4 . عندئذ : 


© (48) و(02) متقاطعان. © - - م0 © 4802 شبه منحرف. 


" لنتأمّل في المَعلّم ( 7,7 0 النقطة (4)2,0 . والشعاع 27 - 87 - #. ولتكن النقطة 
(:,:) 11 المحققة للعلاقة 7 - 41/1 . عندئذ : 
© 1 عدج و ح ن. © 1 ع تن وق ح د ن. © 4 هي صورة 77 وفق الانسحاب 


الدئ شعاعه 1. 


(0© ليكن 480 مثلثا قائماً في 4 . عيّن النقاط 34 و6 و2 و0 المعرفة بالعلاقات : 


48-6 - اقلم , 40 +48 - 41/1 
46-87 - 40 0 84 +4ن - صم 


63 لتكن 4 و2 و0 و2 أربع نقاط في | لمستوي. أثبت أن : 
" 4ط - رفظ - ©40) - 02 - 48 . 
رع د46 دمي ب رم . 


0 يعن 7 مستسا منتظما موكزه. .6 داح رساك د اسه 


لد يلد دده جد دده جه 


لق و لال و لل وى 100 و0 و نظ و ارق و طن نز مدلآكلة الشعاعين. و د 














اس بعد © 


9 يقابل 0 شكل من الأشكال الآتية خاصة مهمّة. من المفيد إذن تمييز هذه الأشكال في رسم 


معطى. نقول إنّ هذه الأشكال أشكال مفتاحيّة. ومعرفتك بها مفيدة في حل المسائل. 


لم 
يخا 
( 7 
6 - ريز 





© الرترع على اسنتامة واحدة 


القراطن. + ليكن. 41761 برماعتاءفيه 3212 ع 176 ولتكن 1ل منتصيفت. ا(لخراعو ار متخصف 





80و 3 مقتصيف ]+ و أخير ١‏ 0 متخصيفه 161 
الطلب : إثبات أنّ النقاط 34 و2 و2 و © تقع على استقامة واحدة. 


م ارسم الشكل . وسم النقاط فيه. 
استخلاص النتائج المباشرة. 





" من 348 - 2720 نستتتج أن الرباعي: 48072 شبه منحرفء لماذا ؟ 
* النقطة 14 منتصف [42]. و2 منتصف [872]» فنجد في المثلث 487 الشكل المفتاحي 
© ما العلاقة التي تربط الشعاعين 1/2 و 8 /؟ 


# حار داك يطاو يي احالف ينا اتسينا عند 


/ر أخجر البرهان واكتبة بلغة سليمة. 





- 





© ترجه العلاقات التتماعية 
الغرلن. + ليكن. 2230 مظنا تعرفه 17ت تار براحت 0 قرع والتقائة خر ىو م وى زر بالعاكقات : 
60- - 81 7 - 4 1 
الطلب : إثبات أنّ النقطة 2 هي منتصف القطعة المستقيمة [07]. 
غراخل 
ارسم الشكل . وسم النقاط فيه. 
0 استخاللاص النتائج المباشرة. 
* نتعرف مباشرة الشكل المفتاحي ©. ولدينا فرضاً عبارتا الشعاعين 472 و©4 بدلالة 7 
وز . استنتج إحداثيات كل من النقطتين 7 و © في المعلم 477 ). 


في المساواة الشعاعيّة 60-- - وزو إحداثيّات 8 و© معروفةء إأن يمكننا منها 





استنتاج إحداثيّتي 7 في المَعْلم نفسه ؟ 
* بعد أن عيّنا إحدائيّات النقاط 2 و © و7 في المَغْلّم [4:7,7) صار من اليسير إثبات أن 
8 هي منتصف القطعة المستقيمة [0/72]. 
أ أنجر البرهان واكتبة بلغةٍ سليمة. 
© قاط معرقة بعلاتات شعاعية 
ليكن المثلث 480 . أنشئ النقطتين 34 و77 المعرفتين بالعلاقتين الشعاعيّتين الآتيتين : 


00 58 -ح 80 + 1/10 
)2( 6 - 2778 + مز 


98 مر اخل 


8 مرحلة الإنشاء الهندسي. أنشيء مكلت 2186 





4 بحثاً عن نتائج مباشرة. في هذا التمرين لا يعطينا الرسم أيّة معلومات إضافيّة. 
بحنا عن طريق. 
بوجه عامء إذا كانت النقطة 7 معطاة:؛ وكان الشعاع # معلوماء أمكننا تعيين 70 
عر 


1 


- 


التقطة 2 المحققة للعلاقة # - 225. ومن هنا تأتي فكرة تحويل كل من 
العلاقتين (1) و (2) إلى الحالة المتابقة أي التي تظهر فيها النقطة المراد تعيينها : 
مرأة واحدة ويعون الشعاع 7 معلوما. 





- 








* في العلاقة (1) تظهر النقطة /1» المراد تعيينهاء مرّة واحدة وهذا يدعونا إلى كتابة العلاقة 
بالصيغة 86 - 8ه4رة حت 1/40 . علل عندثة صحة المساواة 28 80 ع 017 وأنشيء 
النقطة ‏ 11. 

* في العلاقة (2) تظهر النقطة المراد تعيينها مرتين فعلينا إذن تحويل العلاقة (2) باستعمال 
علاقة شال. أثبت على سبيل المثال أ 46 - 8 4ره + 324. أنشئ الآن النقطة 7 
بالطريقة نفسها التي أنشأت بها النقطة 11. 


9ع إناتمعاعي 


لنتأمّل مكلثا مركز ثقله 6» ولتكن “4 منتصف القطعة المستقيمة [850ء» و 7 نظيرة 
د ليية إلى الشة رب ابت قياض ١‏ © متتصيف الفلحة ا . 


2895 غر الخل 


4 





مرحلة الإنشاء المهندسي. رمد 180 .ويف جدقة النقاظ “قد وو 27 

بحثاً عن نتائج مباشرة. عبّر عن كون © مركز تقل المثلث 180 بالعلاقات الشعاعيّة المناسبة ثم 
عبّر عن كون 7 نظيرة © بالنسبة للنقطة /, بعلاقة شعاعيّة. 

بحناً عن طريق. 
لإثتبات أنّ النقطة © هي منتصف القطعة [42] تكفي مقارنة الشعاعين 6/4 و 67. تدعونا 
العلاقات التي وجدناها سابقاً إلى التعبير عن كل من هذين الشعاعين بدلالة الشعاع /64 . 

كر أغجر البرهان واكتبه بلغةٍ سليمة. 


© #تساء 


0 و 2087 و 75867 ثلاثة مربّعات طول ضلع كل منها 8 5 © 


8 
يساوي 1. النقطة 7 منتصف القطعة [460]» و72. نقطة تقاطع لس حم 
0١ :‏ د" حي وود 
مسي رق ار را مسد يت رتل7 7 
و “ل و7 تقع على استقامة واحدة. 


ل ال 5 200 





4 بحناً عن نتائج مباشرة. نلاحظ أنه يمكننا تحديد إحداثيّات جميع النقاط تحديدا مباشرا عدا إحداثيتي 
النقطة .عدي اذى احداتتات. .هذه النقاط بامتشاء اللنقلة ن, 


- 








بحناً عن طريق. 
نريد إثبات وقوع النقاط 7 و7. و على استقامة واحدة» علينا إذن البحث عن إحدائيّتي النقطة 
7.. ما العلاقة التي تربط الشعاع 4.7 بالشعاع 18 ؟ استنتج إحداثيّتي النقطة 7.. 
أ أنجر البرهان واكتبة بلغةٍ سليمة. 


© الرترععلى ا ستامت ماحد بطريتين 


لنتأمّل مثلثا 480 قائم الزّاوية في 4ء وليكن 7 منتصف القطعة [4]ء و7 نظير 06 
بالنسبة إلى القطة 4.ء وأخيراً لتكن 5 التقطة المحققة للعلاقة 0 - 1816 
أثبت أن النقاط 7 و7. و5 تقع على استقامة واحدة. 
5 غخر اخل 

مرحلة الإنشاء الهندسي. ارسم المثلث» وعيّن النقاط بدقة» وضع علامات على القطع المستقيمة 
متساوية الطول. 

4 بحناً عن نتائج مباشرة. يمكننا انطلاقاً من فرضيّات المسألة كتابة عدد من العلاقات الشعاعيّة كأن 
نعبّر عن 47 بدلالة 46 » وعن 47 و85 بدلالة 4,9 . اكتب هذه العلاقات. 

بحناً عن طريق. 
نريد إثبات أن النقاط 7 و7. وك تقع على استقامة واحدة» علينا إذن إثبات ارتباط الشعاعين 
7 و كا .يمكن الوضول. إلى هذه اللشيحة إنا بالحبياب التجاعي أر يطر انق الهندسية القطياقة 
أي باختيار مَعْلَم مناسب. هناك إذن طريقتان. 


٠‏ الطريقة الأولى 
لنختر المَعْلم (4:4,7) حيث + - 48 ور - 40,.. يجعل هذا الاختيار إحدائيّات رؤوس 
المثثلث 480 أعداداً صحيحة» كما يجعل من السهل تحديد إحدائيّات باقي النقاط. ما هي 
لكات كن ل ان و 0 وان سس يي سين حدائي السلة 2: 

ر أنجز البرهان واكتبه بلغة سليمة. 
* الطريقة الثانية 

لإثبات ارتباط الشعاعين 17 و17 نفرق كلا منهما إلى مجموع شعاعي. تعلم أن 
7 +14 - 17 استنتج من ذلك أن 40 - 148- -ح 17. 











يتطلب التعبير عن 2220 بدلالة 48 و46 بعض الجهد : تعلم أن 816 + 18 - غ11 . 
أثبت أولاً أن (48 - 40 )1 - هء ثم استنتج عبارة 7/6 بدلالة 48 و 46.. أخيراً 
اننت ١‏ التتجاعين. 17 و 11 عر قطان خطيا. 

كر أنبر البرهان واكتبة بلغةٍ سليمة. 


62 ل 61267 لتك 0 تطيرة عر والضية إلى انقطة ام و1 شور ا رنف 
انسحاب شعاعه 64» و 14 نقطة تقاطع المستقيمين (016) و (248). 
© أثبت أن النقطة 14 هي منتصف القطعة [10]. 
© ما العلاقة التي تربط الشعاعين 87 و 834؟ استنتج أنّ 8 هي مركز تقل المثلث 077 . 
699 نتا متنتا 0 ونسمّي 7 منتصف القطعة |48 |. 
© © أنشئ النقطة 7 التي تحقق 460 - 4.7 . 
© استنتج أن 40 - 248- - 17. 
© لتكن النقطة 2 المحققة للعلاقة 0 - 20 + 2228 . 
© اكتب 877 بدلالة 80 ثمّ أنشئ النقطة 2. 
© استنتج أنّ 6 + 48 - 116 وأن يد يان سكنت التو عن اللقا 07 


ول و كك في هذه الحالة ؟ 


(689 نيكن متوازي الأضلاع 4807 » ولتكن 5 النقطة التي تحقق 48+ - 4 و © النقطة 
التي تحقق 3.47 - 46.. نرسم من 8 مستقيماً يوازي المستقيم (47) فيقطع المستقيم 


(010) في الحقطلة ا» ونرسم من © مسد يرس بي المستقيم (48) فيقطع المستقيم (6)0) 
في النقطة 7 . 


© انيت ا 42 + 148 - 087 وأن 48 + 48 ة - زج . 
© أتبت أن المستقيمات (76) و (7727) و(40) متوازية. 

6 نزرد المستوي بِمَعلم متجانس 0:7 اه بِيّن في كل من الحالات التالية إذا كانت النقاط 14 
و27 و7 تقع على استقامة واحدة. 


5 (تإقخح]اض 2 وإقصي ما وإاحبيي/ة 
«5,14-)ص (إ3,7-ا27 2 ,(2,3-)711. 
3 (2)0,1 (1-,773 ,[14-,2) 14 








©60 لتكن النقاط (,4)3 و(8)8,2 و(2-,4-)) والشعاع 125 نقرن بكل عدد حقفيقي / 
النقطنة 1/7 المحقة العلاقة : 20 ت 011 : 
© احسب إحداثيّتي النقطة 14 بدلالة # واستنتج مركبات الشعاع 41/7 . 
© باستعمال الشرطط التحليليّ لارتباط الشعاعين 434 و42 احسب العدد الحقيقيّ / الذي 
يجعل 14 نقطة من المستقيم (47). 
10 نزود المستوي بِمَعْلّم متجانس [0:7,7)» ونتأمّل النقاط (3,0-)4 و(8)6,3 و(0)1,8. 
نهدف إلى حساب (2,7) إحداثيّتي النقطة 5 مركز الدّائرة المارّة برؤوس المثلث 480 . 
© القول إن 7 مركز الدائرة المارّة برؤوس المثلث 480.» يكافئ القول إِنّ 7 متساوية 
البعد. هخ ووس المتللك» إن 20 ح ننة .و 217 ح نت احهب المقادير تلز بو تورهر 
و2602 بدلالة ‏ و ثمّ اكتب العلاقات الناتجة من الشرط المتابق. 
02 استنتج أن ع ن2 دج و 6 ح بره ل :زوق . 
© احسب إحدائيّتي النقطة ع . 
9( نيكن متوازي الأضلاع 01776» ولتكن النقاط 4 و8 و 6 المعرفة بالعلاقات : 


8 - 46 06 - 08 201 - 04 
الخ ميا ناا الت م 


©6 لتكن النقاط (4)1,2. و(8)6,0 و(0)2,5©. احسب إحدائيّتي النقطة © مركز ثقل المثلث 


17 ليكن المربّع 50 قتك وأعرق مككان متساويا الأضلاع 5 0 
وكايمك كدر ور فى النكك الججارر. 1 
يهدف التمرين إلى إثبات أن النقط 7 و7 و /. تقع على استقامة واحدة 8 1/ 
بأسلوبين مختلفين. 


0 الطريقة الأولى «اإبدصمان الزوايا 
© احسب قياس كل من الزثوايا 1ع و 418 2 و 2817 . 
© بيّن أنّ 1807 - 4717 . ماذا تستنتج؟ 
© الطريقة الثانية. اختيار مَعْلْم مناسب. 
اخثر معلما مكاسياء 5 احسب إحدائتات النقاطظ 12 و12 ىن كه أقيت. أنها تقع على استقامة 


واحدة. 











62 ليكن 480 مثلثاً. ولتكن '4م و“/8 و0 منتصفات الأضلاع [80]» [04] و[48] 
بالترتيب» ولتكن النقطة © مركز الدائرة المارة برؤوس المثلث. 480.. كَمْ لنتأمل النقطة 8 
6 + 08 + 04 - هزم 
© © أتثبت أن //20 - 87م . 
© استنتج أنّ (477) هو الارتفاع النازل من الرأس 4 في المثلث '480.. 
© أثبت بأسلوب ممائل أنّ (877) هو الارتفاع النازل من الرأس 2 في المثلث "460 . 
ماذا تمثّل النقطة 7 بالنسبة إلى المثّث 486 ؟ 
© للتكن النقطة 6 مركق تقل المثلث. 411501.. 
© أثبت أنه أياً كانت النقطة 34 من المستوي كان 1/0 + 118 + 144 - 31/6. 
© أثبت بالاستفادة من الفقرة السابقة أن 077 - 306. ماذا تستنتج بشأن النقاط 0 و6 
و ؟ 














0 مترمةعامة 
6 معادلة 0 000) 
(©© جم المعادلات الحتطية 









9 اط 





يُنظر إلى محمد بن موسى اليه 
الخوارزمي (780-850) المولود في ممه 
بعاد عد أنه أ ل لي 
0 ب. يُعالج مؤلفه: «الكد ا 2 
0 حساب الجبر والمقابلة» مسائل " 


اس 


"وجوت 


جبرية من الحياة اليومية. 


إليكم كيف كان الخوارزمي يكتب : ”هذا الشيء الذي أبحث عنه. 
سأبدأ بإعطائه اسماء ولكن لأنني لا أعرفه؛ ولأنني في الحقيقة أبحث 
عنه؛ فسأسميه ببساطة : الشيء“ إنه المقدار المجهولء الذي كان يبحث 
عنه. والآن فقط أصبح بإمكانه العمل به. فمع أنّ هذا الشيء ما يزال 
مجهولاً ولكن صار بالإمكان انتعمالة ف 1 ا ةا 
كانت هذه ببساطة استراتيجية الخوارزمي وتجلي عبقريته» وأعظم 
اختراعاته. كان الخوارزمي 6 مع المجهول بأسلوب التعامل مع 
المقادير المعلومة نفسه» فكان يجمعه ويضربه» وكان كل ذلك بهدف 
رحد م كشف اق ا 








معادلة مستميم وجمل المعادلات الخطية 
6 مقدمة عامة 


لنتذكر أن المعادلة الخطيّة بمجهولين :2 لوه هي معادلة من الشكل : © ح بهم + 2و . نقول إن 
ٍ : 
الثنائية (,») هي حل لهذه المعادلة إذا تحققت المساواة :مع ع 6 ل 0ن . 





ات المعادلة .5 ت ,نم3 معائلة خطئة, الفائثة (13) حل ليذم المعادلة لآ" 218 :1+3 ع 1 عد 
أمّا الثنائيئة (1,2) فليسيت: حلا ليا لكرة :119 1 عوك ذا يساوي 5. 

في مَعَلّمه تكوّن مجموعة النقاط (3/),7 التي تحقق إحداثيّاتها المعادلة 5 - ,+ 2: مستقيما 
هو الخطّ البياني الممثل للتابع التآلفي : 5 + م2- + + : م . 


وتأخذ جملة معادلتين خطيّتين بمجهولين :ه وه الشكل الآتي : 

6 حت نع 6 + 02 

“م ح رواة د جوأ ١‏ 

م > ره 
نقول إن الثنائيّة (,») هي حل لهذه الجملة (5) إذا كانت هذه الثنائيّة حلا لكل من المعادلتين الخطيّتين 
حار لا ليذه الحملة. 





لنكامل: الحملة 

1 ع ن4- 32 

3 ع 3+ 22 
تمك التنائية 5,31 حلا الحملة 08١‏ رأ" 

11 - 1 4 5 » 3 
و 3 - 1 »اق ل 5 2 














4 وحذووجم 


© تأمّل المعادلة (6) التالية : 5 - ه38 + 2--. عيّنء من بين الثنائيّات الآتية» تلك التي تمثل 


5 3 


© تنتمي النقطة (1,4-)4, إلى مستقيمين» دل عليهما ؟ 
لك استنتج جملة معادلتين خطيّتين تكون إحدائيئات 4 حادلي. 
© أعد حل الطلبين المتابقين في حالة (8)3,2 كُم (0)7,8. 





© معادلةمستقيم 


و شاه > 
نثبّت في هذه الفقرة مَعْلما كيفيًا (0::27) في المستوي. 


شك المستقيمات والتوابع التاَلمية 





ليكن / التابع التآلفي المعرف بالصيغة 3 25 -ع (2)ر. 
© © احسب المقادير (0)ر و()/ر و (2/ . ثم ارسم بدقة النقاط ((4)0,2)0 و ((78)1,/601 
و ((0)2,7)2. 
© أتقع النقاط 4 و 8 و © على استقامة واحدة ؟ 
© © ارسم المستقيم 4 المار بالنقطتين 4. و8ء واختر عليه نقطة 4 واحسب من الشكل 
إحداثيتيها (,) مراعياً الدقة. 
© أتتحقق المساواة 21-3 - (,)/ ان ؟ 
© ماذا تستنتج من (0 و© ؟ 





6 





87 مبرمنة 
© التمثيل البياني لتابع تآلفي؛ أي من الصيغة م + 7 ١+‏ :ه» هو مستقيم. 
© كل مستقيم» لا يوازي محور التراتيب» هو التمثيل البياني لتابع تآلفي. 


في مَعْلَّم كيف [ 0:7,7). كل مستقيم 4 له معادلة من أحد الشكلين التاليين : 
© م+م” -ن إذالم يكن 4 موازياً لمحور الثراتيب. 
2-28 ذا كن. 0 مواري لجكور النرايب. 


9 في الحقيقة» استنادا إلى المبرهنة السابقة» إذا لم يكن المستقيم 0 
موازيا لمحور التراتيب» كان 4 الخط البيانيّ لتابع تآلفي 
م + مم جه : /رء وبناء عليهء كانت م -+ هم ع ()/ ح رو 


معادلة للمستقيم 0. 


ما إذا كان 4 موازيا لمحور التراتيب» قطع 24 محور الفواصل في (١‏ 
نقطة فاصلتها 6. جميع النقاط ذات الفاصلة © تنتمي إلى ٠4‏ | 


للمستقيم 0. 


5 
لتكن ,4 مجموعة نقاط المستوي (11),1 التي تحقق إحداثياتها العلاقة 1- - 36 + ,2 


ولتكن ,0 مجموعة نقاط المستوي (1,ه) 1/1 التي تحقق إحداثياتها العلاقة 1 وة- - ينو. قارن بين 
4 وي . ماذا تستنتج بشأن معادلة مستقيم بوجه عام ؟ هل هي وحيدة ؟ 





























لد الشعام الموجه لمستقيو وهيل حستقيم 





ليكن #4 مستقيماء نقول إن الشعاع 7 شعاغ موجه للمستقيم 0. إذا ١‏ 0 58 
كان 0 عد ١#‏ وكان منحى 7 موازيا للمستقيم 4 أو منطبقا عليه. م 





© إذا كانت 4 .و8 نقطتين مختلفتين من مستقيم. 4+ كان الشعاع. 49 شعاعا موجها للمستقيم 8: 
© إذا كان # شعاعا موجها للمستقيم 4 وكان # عدداً حقيقيّا غير معدوم كان 8 أيضاً شعاعا 
موجِّها للمستقيم 4. إذ للشعاعين # و6 المنحى نفسه هو منحى 4. 
© يكون أي شعاعين موجّهين للمستقيم نفسه 4 مرتبطين خطيًا لأنّ لهما المنحى نفسه هو منحى 0. 
© إذا كانت م + م -؛ معادلة للمستقيم 4» كان 1 شعاها موكيا المستقيم. 1 
المستقيم 4 يمر بالنقطتين المختلفتين (م,4)0, و(م + 801,70 » إذن» الشعاع 428 شعاءٌ موجه 
3 |1 0 
للمستقيم 0» ولكن لها > أم سام + سم أله 


© إذا كان 





7 شعاعا موجّها لمستقيم 4 كان للمستقيم 4 معادلة من الشكل م + :هه - ,:. 
للمستقيم 4 منحى الشعاع #7 فهو لا يوازي محور التراتيب» ولهء من ثَمَّ» معادلة من الشكل 
م + :”م ح ن. واستنادا إلى النقطة © السابقة نرى أنّ الشعاع 7 7 شعاعٌ موجه للمستقيم 


2» فلا بد أن يكون الشعاعان 7 و 2 مرتبطين خطيًا ومنه 0 ع “+1 - 170 أي '/م ع مم. 











0 7 وام 
ب كروي 


ليكن 4# مستقيماً لا يوازي محور التراتيب. عندئذ يقبل هذا المستقيم معادلة وحيدة من الشكل 
+ 770 ح- رع . نسمي العدد 7 ميل المستقيم ا 


9 إذن في حالة مستقيم 0 لا يوازي محور التراتيب. هناك تكافؤٌ بين القول إن ميله يساوي :7 





ا بن | 
و لك أ 





- 








ف المستقيمات المتوازية 


ليكن المستقيم 07 الذي معادلته م + هم  -‏ والمستقيم "0 الذي معادلته /م + نمم -ح . إن 
توازي المستقيمين 048 و '0 يُكافِئَ تساوي ميليهما أي "ووو ح ورور . 


1 


1 
59 


١ 4‏ 2 03 اع ميته لس ار 


و4 متوازيان يكافئ قولنا إنّ لهما المنحى نفسه» أي إن الشعاعين 7 و7 مرتبطان خطيّاً وهذا يكافئ 


شعاعٌ موجه للمستقيم “4 . ولكن أن نقول إن 0 














60 ع “وو ]1 - ومو »< 1 0 “ور ح وررر. 





المسقمان 2 و "0 اللذاق .معادلتاهم تيوه حدن بو تس وق ع نو مق اذفان . 
0 السيشيان 270 لسرن مع ييا" ل تا وس ور حر نيبا حر ماري 


سر يل و عن 
لتكن 4 نقطة من مستقيم 8 و2 شعاعا موجّها له. إذا تأملنا النة لنقطة (0 2 


8 
2 التي تحقق 7 - 47,. لاحظنا أن المستقيم 0 هو المستقيم (247) نفسه. 0 7 
إذن تعيّن النقطة 4 والشعاع 7 المستقيم 0. 3 





7. أعطٍ معادلة للمستقيم 4 الذي يمر بالنقطة 4 ويقبل 





525200 ل |3 
© لنتأمّل النقطة (4)2,3. والشعاع 9 


© أوجد معادلة للمستقيم 4 الذي يمر بالنقطة (1,1-)4 موازيا للمستقيم 5 الذي معادلته 


22-1 ح رره. 





- 














© لتكن (,,:ه)34 نقطة من المستوي. تنتمي 34 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كان الشعاعان /// 
و# مرتبطين خطياً. ولكن: مركبتي الشعاع 474 هما 5 وشرط الارضامة تكساب لللتساعين 











47 و 0 7 هو ٠:‏ 
0 -3(«3-ن*)-(2-)«(2 -2) 
أو 0 - 13+ ه38 - 2-» والمعادلة المختزلة للمستقيم 0 هي : +2 د ان 


© لشاكان. م لأيوازى محور الاراتيب» اسشتتهنا' ار 2 أيضنا لأ يوازى محور الدر اقرب :وله معادلة 
من الصيغة م + م7 -ن. ولمّا كان 4 و5 متوازيين استنتجنا أن لهما الميل نفسه أي 2 ح م7. 
فللمستقيم 4 معادلة من الشكل م + :2 - ن. 

ولكنّ 4 نقطة من 4 إذن يجب أن تحقق إحداثيتاها معادلة هذا المستقيم أي م + (1-)“2 -1 أو 
3 ح م . بالنتيجة تكون 3 + 25 -ح , معادلة للمستقيم 0 . 


ويمكننا بوجه عام اتباع أسلوب حل هذا المثال في إثبات المبرهنة الأتية : 





لتكن النقطة (,1,,:ه)4, والشعاع غير المعدوم |ن |]8» وليكن 4 المستقيم المار بالنقطتين / 


ويقبل # شعاعاً موجهاء عندئذ يقبل المستقيم 4 المعادلة الآتية : 








0 2 زينه - )8 - (ولوح بهنة 


9 في الحقيقة» تنتمى التّقطة (1/),7 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كان الشعاعان 


ملك -- نك 


ا لاسر و 














مرتبطين خطيّاء وهذا يُكافئ 
0 - ونه - نه)8 - ىن - ره)به 


ثم يمكننا إصلاح هذه الصتيغة لإعطائها الشكل المألوف لمعادلة المستقيم. 


- 








ل معادلة مستقيو علو منه نقطتان 





١‏ ا 
١ 1‏ 


نعطي في مَعلم ( ,0:7 )2 النقاط الأربع : (2,1-)4 و (8)05,3 و (3,4)© و (1-,2)3. 
© أوجد معادلة للمستقيم 4 المار بالنقطتين 4 و8. 
© أوجد معادلة للمستقيم ”4 المار” بالنقطتين 0 و2. 





© في الحقيقة» تنتمي النقطة (71/):,7 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كانت 
النقاظ 217 ور و ا .على استتاعةو انحدة هذا تكافقيء القول إذ الشعاعية 


21-2 1 ا ا ا ل ل 
1/7 و 3 :42ء مرتبطين خطَيا وهذا يُكافئ : 











غ01 
- 
هل 
- 
تَُ 
0 
2 


لك للم 
5ك لك 


1 





0 ح (2 + ه)2 - (1 - ر)” 
ا معاذلة العستقدد 0 
و - جد ار حد رع و - 22 - 0غ وشهي اط للمستقيم ٠‏ 


© للنقطتين © و7 الفاصلة 3 نفسها. إذن '4 يوازي محور التراتيب ويقبل 3 - + معادلة له. 


يمكن تعميم أسلوب حل هذا المثال» وسنتبعه في إثبات المبرهنة الآتية : 


شيرق 
لكل مسن امسن ل اق رفك 1 السك شرك لطي ارا 
عندئذ يقبل المستقيم 7 المعادلة الاتية : 


كل وحن ررك رو صابن ررك نار وح رن 





في الحقيقة» تنتمي النقطة (17,:ه)14 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كان الشعاعان 


ملك -- نك 


و1 2 


70 36 - 20 ور مر 
03 | - ولا 














مرتبطين خطيّاء وهذا يُكافئ 
0ك ررك سارريك واكن رود ارروك نا 


ثم يمكننا إخبلاح هذه الصتيغة لاعطائها الشكل, المالوف لمعادلة المستقيم. 


- 








57 تحدوويم 


نزرد المستوي بمعلم. بيّن الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي: 












































يد 1 1 
© | ان. 8 5 © 3 
3 1.6 16 
4+ حابن هي معادلة 4. شعاغ موجّه للمستقيم 4 هو : 
5- 2 1 
0 0" © | إن0. © 10 
4 2 5- 
9 1 ,5 ل المء ١‏ 
هك 2 هو شعاع موجه للمستقيم الذي معادلته: 
3 3 
© 2 2ق ح د رن. وا لا كدر 
معادلة المستقيم 4 الما بالنقطة (4)2,1, موازياً المستقيم 5 الذي معادلته 3-1 -ن هي : 
© + مع د ن. © 5 - هق دع د ن. © هق ح د رن. 


© ليكن 4 المستقيم الذي معادلته 2 - بد ح بن. عيّن العدد + كي تقع النقطة (1/),3 على 4. 


© اكتب معادلة المستقيم 4 المار بالنقطة 4 ويقبل # شعاعاً موجها في الحالتين الآتيتين: 


1 © (4)5,3 و|2ة 


-3 














© اكتب معادلة المستقيم 4 المار بالنقطتين 4 و 8 في الحالتين الآتيتين : 
© (4)2,1 و(1-,8)8 © (5,0-)4 و(3-,8)0 


© نتأمّل المثلث 486 حيث (40,3 و(3,5-)85 و(1-,1-)6. 
© عيّن إحداثيتي النقطة “4 منتصف [80]» وإحداثيتي النقطة “8 منتصف [40]. 
© اكتب معادلة المتوسط 7 المتعلق بالرأس 4 . 
© اكتب معادلة المستقيم 45 المار بالنقطتين 4 و2 . 
© اكتب معادلة المستقيم “5 المار بالنقطتين “4 و“ . ماذا تقول عن المستقيمين 4 و/5. 





- 








©© جم المعادلات الحخطية 


نهدف في هذه الفقرة إلى دراسة جملة المعادلتين (5) دراسة بيانيّة 


6 جح بع 6 لك 2 ,0 
/ 5 


6 ح وام د وه 


_- الحالة المألوفة : 0 ع م و 0 ع /م 


في هذه الحالة تكافئ المعادلة ع - بون + :مه المعادلة: 8+5 د ن. )00 
و 7 / / 
وكذلك تكافئ المعادلة "نع روام حك بون المعادلة : 5ل و د ن. 2 


لخت ا أ في المستوي. ولنرمز بالرّمز 4 إلى المستقيم الذي معادلته (1)» وبالرمز “4 إلى 
المستقيم الذي معادلته المختزلة هي (2). 
أن نقول إنّ الإحدائيّات (0,) لنقطة 3/4 من المستوي هي حل للجملة (5) يعني أن 


/ / 
4/ 0 


ل دن اع اام حت 0 
6 م > ثن ام 
وهذا يُكافئ انتماء النقطة 14 إلى المستقيمين 4 و “0 في أن معا. 
دن يوون بحل الجيلة 237 إلى إبحان النقاطط المشتركة بين المستتييين 0 ا نر تانك حارات 
1. المستقيمان 4 و4 متقاطعان ومن تَمَّ تقبل الجملة (5) حلاً وحيداً. 
2. المستقيمان 4 و4 متوازيان وغير منطبقين فليس للجملة (5) أي حل. 
3. المستقيمان 4 و4 منطبقان ومن ثمّ تقبل الجملة (5) عددا غير منته من الحلول. 


/ 
ولكن يكون المستقيمان 0 و7 متوازيين إذا وفقط إذا كان لهما الميل نفسه أي 5 أو 
بأسلوب مكافي : 0 - 5» - '(5ه. 
وعليه» يكون المستقيمان 0 و7 متقاطعين إذا وفقط إذا كان 


0 د 5ن - أن 


نسمي العدد 5'ن - /من محدد الجملة. 


ظ 9 لاحظ أن 0 - 05 - '5ه يكافئ 5 - بك في حالة 0 عد “ه و0 عد '6. 
لل 202 0 55 


- 











يبيّن الشكل الآتي الحالات المتابقة جميعا : 


حلول جملة المعادلتين الخطيّتين (5) 





شك الحالة الخاصّة : 0 - ة أو 0 - '/ن 
في هذه الحالة» واحدٌ على الأقل من المستقيمين 4 و“4 يوازي محور التراتيبء فإذا كان 
0ك يدت الخدت السمالة 6 كان دي اننكل عدون ار تجتن فى اله عدن نت هده 
0 1 1 


الحالة تسهل علينا معرفة إذا كان 0 و07 متقاطعين أو متوازيين وغير منطبقين أو منطبقين. 


|مقال | حل جملة معادلتين خطيّتين عندما يكون المستقيمان الموافقان متقاطعين. 
حل الحملة المعادلتين الخطتيق. 41 الاية 


)1) 6 حدرية - 47 
)2( 3 حرريقة د هه | 5 


الحل 


في هذه الحالة لدينا 





0ع 23> ([3-) 12ت 5 عا 4 دز 'وب "ان 
فللجملة حل وحيد. سنعرض فيما يأتي طريقتين لإيجاد هذا الحل. 
٠‏ طريقة الحذف بالتعويض 
تعتمة هذاه الطويقة على كاب اح المحوولين ب أو ١‏ يدللة اآخر: باللخلر إلى المعادلقيق 1 
و(2) نجد أن حساب 5 من المعادلة (2) أبسطء إذ نجد 13+-59- - :ه. نعوّقض قيمة 2 في 
المعادلة (1) فنجد 6 - و3 -(13+ يو5-)4 أي 6 - 52 + ي23- ومنه 46 - 237 أي 2 ح ن. 
نعوؤض ,7 بقيمتها في 8 + بي5- - ه فنجد 3 -. إذن الحل الوحيد للجملة هو (3,2). 





- 











٠‏ طريقة العبارات الخطية 
نضرب طرفي المعادلة (2) بالعدد 4-_» فتأخذ الجملة (5) الشكل المُكافئ الآتي: 


)01 6 ع يوق 2ر4 
,2( 595 د و20 )4 


نجمع المعادلتين طرفاً مع طرف فنجد 6 -ح «و23- ومنه 2 - «. نعوض الان قيمة ؛ في إحدى 
لعن لسن ميدن 0 عند فيد 0ك ري رصيق ويه كبن نالحن زرب للجيلة در 


.)3,2[ 





عثال حل جملة معادلتين خطيتين عندما يكون المستقيمان الموافقان متوازيين. 
© حل جملة المعادلتين الخطيتين 5١‏ الاتية : 


)01 5 ع- 6# د 45 

)2( 7ك حك زو ١‏ 
© حل حملة المعادلتين الخطيفين /8) (الكنية 

1 2 - و6 + 4 

)01 م6 عاك جد (”ى) 

)2( 5 ع ين9 + :و6 





الحل 
/ 
© لدينا في هذه الحالة > - ب - 2 فإمًا أن يكون للجملة عددٌ غير منته من الحلول؛ وإمّا لا يكون 


لها أي حل. لمعرفة في أيّ الحالتين نحن نعيد صياغة الجملة (5) بالصيغة المُكافئة التالية : 


1 م 
ل ستكان 
7 9 
/2 ل 
2 معد 


تمثل المعادلتان (1) و20) معادلتي مستقيمين لهما الميل نفسه 2-» ولكنهما يقطعان محور التّراتيب 
في نقطتين مختلفتين 0 ع 0 فهذان المستقيمان متوازيان وغير طبوقين. نستنتج أن ليس 
للجملة (5) أي حل. 

© لدينا في هذه الحالة أيضا 0-2-5 » وتكتب الجملة بالصيغة (/5) المُكافتة الآتية : 


/ 
1 2 
1 5 
010 ل 1 
0,1 
2 - 2-0 
2 0 1 


تمثل المعادلتان (1) و(2) المستقيم 4 نفسهء إذن للجملة مجموعة غير منتهية من الحلول هي 


إحداثيّات نقاط المستقيم 0. 











تزه فر ا نفيادي 


معادلة لكل من متوسطات المثلّث 486 . 
3-7 نزواد المستوي بمَعلم ا ونتأمّل النقاط (4)1,5 و(1-,1-)2 و(6)5,2» ونعرّف 
لنقاط 1 منتصف القطعة المستقيمة [4/8]» و/. منتصف القطعة المستقيمة [40]» و7 


نقضيف القطلعة العستقيية 861]: أوحد معادلة لكل من المستقيمات (717) و()112) و(ل2]). 





9 كك بوذن مك ورد 4 ات 2200 
6 : © / 
2 ك5 بون ند نوم [عه 2ت روز حم زور 
7 اح 62 3 > كك 332 
© : © 4 
1 ىت 2 حك 100 - و2 ل 62 
9 5 35 1 5 
0 حع- بهو- ل م- ١د‏ بد ددص سس نيمس 
© 4 2 © 8 4 3 
17 1 1 1 1 1 
30 2 3 8 20 5 
5 هه 1 حا ال 2و9 1 - -[2/-1) 
0 6 ]حب 0 240 ودس اه ف 2-+1) + 
لسعم البحث مدأ ©© 
©6 إداد معادلخ مسقيرم 


نذود المستوي بمعلم ااه ليكن 7 المستقيم الذي معادلته 9+ 2#- ح يء وليكن '0 
المستقيم الذي معادلته 3 + -,. يتقاطع المستقيمان 0 و4 في 7. ويقطع 0 محور 
التراتيب في 4 ء كما يقطع 7 محور الفواصل في 7 . لتكن 7 منتصف [47]ء ولتكن "7 
نظيرة النقطة 2 بالنسبة إلى 7 . أوجد معادلة للمستقيم (17). 








98 غواخل 
© رسم الشكل. ارسم 0 و '0» عين 7 ووضع النقطتين /[ و '[. 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. كما في الهندسة» نتفحص الشكل الذي أنشأناه. النقطة 7 هي منتصف 
قطعتين مستقيمتين عيّنهماء ماذا يمكنك القول بوجه خاصّ عن الشعاعين 8/4 و77 ؟ 
بحناً عن طريق. لإيجاد معادلة للمستقيم (77)» هناك بوجه عام طريقتان : إمّا أن نحسب إحدائيّات 
حالتنا التفكير قبل البدء بالحساب لاختيار الطريق الأنسب. 
٠‏ يتطلب حساب إحداثيتي النقطة 7 حل جملة معادلتين خطيّتين» اشرح لماذا ؟ 
بِيّن لماذا لا نستطيع تجنب حساب إحدائيّتي النقطة 7. 
هل يمكننا الإجابة عن السؤال المطروح دون حساب إحداثيات النقطتين 5 ور؟ 
احبب إحذاقيات التقاط 1 و 4 بو 13+ كد أويجد معادلة نز1) . 
كر أغجر لحل واكتبة بلغ سليمة. 





© معا دلخ مسنتيم الوفوع على استقامة واحدة . 
ليكن 48017 شبه منحرف فيه 148 - 70 . ولتكن 5 نقطة تقاطع 
قطري شبه المنحرف» و7 نقطة تقاطع المستقيمين (42) و (80). 
أثبت؛ باستعمال مَعَلّم من اختيارك» أن المستقيم (57) يمر بالنقطة 7 
منعيفه [ننراء ر لنئطة [ متحيف. ار 

9 غمر اخل 

4 رسم الشكل. لا تواجهنا أية صعوبة برسم الشكلء يمكن إنشاء جميع النقاط انطلاقاً من 4 و8 

و6 و2. لذلك نختار مَعلما تكون فيه إحداثيّات هذه النقاط بسيطة. نخثار مثلا المعلم 





(ضك4 ,48 بك ) . 
بحناً عن نتائج مباشرة. أوجد إحداثيّات النقاط 4 و8 و2» في المَعلّم الذي اخترناه. ثم احسب 
بالاستفادة من الفرئنض : 148 - 20» إحداثيتي النقطة 0. 
بحناً عن طريق. نهدف إلى إثبات أن المستقيم (27)» يمر بالنقطتين 7 و 7.. لتحقيق ذلك يمكننا 
يد عيدلة الس ني ل قري أن يحوت فين وان كن ف مون 
ر أنجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 





- 








69 معادلت قير التاظ بالسبة إلى قتطة 


نزوّد المستوي بِمَعْلّم (0:7,7). ليكن 4 المستقيم الذي معادلته 6 م3 - بو» ولتكن الّقطة 
قر أغظ مسادلة للميشقكم "0 تقلين المستفيم .4 بالنسية إلى النقطة 4 
99 نر اخل 
4 رسم الشكل. ارسم المستقيم 4» ثمّ وضنّع النقطة 4 وأنشئ المستقيم ”4 
ل بحناً عن نتائج مباشرة. مدن إلى الفرزض “4 نظير المستقيم 7 بالنسبة إلى النقطة 4 . عيّن ميل 
المستقيم 0 . 
بحداً عن طريق. نهدف إلى إيجاد معادلة للمستقيم /4» بيّن لماذا يمكننا أن نأخذها من الشكل 
م + م ح بوء العدد +7 معلوم. يكفي إذن أن نعيّن إحداثيتي نقطة ما من '4» ولكنّ نقاط هذا 
المستقيم هي نظائر نقاط المستقيم 4 بالنسبة إلى 4.. اختر نقطة مناسبة من 4 واحسب 
إحداثيتي نظيرتها بالنسبة إلى النقطة 4.. 
أ أنجر الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 


7 مساحات السطوح. فيل الا تيان 


55 المستطيل في الشكل. المجاور 60 متتيمتوا مريّعأ» .ومجموع مساحتي 
المربعين 169 2070-7 أوجد بُعدي المستطيل. 


9 غير الحل 
4 رسم الشتكل. ارسم الشكل بعناية» وضع العلامات المعتادة التي تدل على القطع المستقيمة 
المديا جه الطرن. 











م التعبير عن الفرضيات. «مساحة المستطيل 600 سب هر ا للتعبير عن هذه الخاصة نضع 77 
للدلالة على طول المستطيل» ونضصع 1 00 فيكون 60 ع 2 . عبّر بأسلوب 
بحناً عن طريق. بالنظر إلى نتائج الفقرة السابقة نرى أنّ المطلوب تعيين عددين عُْرف جداء 
٠.‏ 5 1 20 .2 5 00 5 7 اه 
تستطيع حل المعادلة الناتجة ؟ ويمكننا 56 أ نتبع طريقة أخرىء إذا لاحظنا أن الحدين 
#ن + 5 و ببنه يظهران عند نشر “27 + ). احسب ,, + :دء وكذلك ,0 -:2. 
أ أغخجر الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 





- 





نزرد المستوي بمعلم 6اء ونتأمل النقاط (4)3,0 و(8)3,4 و 6)0,45: َ نعراف [ 
منتصف القطعة المستقيمة [/,0]» و7. منتصف القطعة المستقيمة [458]. أثبت أن المستقيمات 
(46) و (798) و (07) تتلاقى في نقطة واحدة. 
9# نر اخل 
رسم الشكل. ارسم الشكل بعناية: موطلعا النقاط 4 و 2و 0 نه 7[ ول. 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. أعطٍ إحداتيّات 7 و 7.. 
بحاً عن طريق. نهدف إلى إثبات تلاقي ثلاثة مستقيمات. لتحقيق ذلك يمكننا تعيين نقطة تقاطع 
ميس وا ل كن ١‏ الست الات يدر به القطو كنب ممه لك اماف 
أ أنجر الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 


5 


0 


آخر 

تيجا ان بيلق جره مق متر رك فى نحن السدارة عن شك يحل التي سير يجن 

من إجراء حسابات طويلة. 

لأنّ 7 و7 هما منتصفا قطعتين مستقيمتين» يمكن أن ننظر إلى [87] و[07] بصفتهما 
متوسّطين في مثلث. عيّن هذا المثلث» وارمز بالرّمز © إلى نقطة تقاطع هذين المتوسطين. 

٠‏ كي نثبت أن (40) يمر بالنقطة © يكفي أن نثبت أنه المتوسط الثالث. 


أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة 





© الفرق بين عددين ه ون يساوي 14» أمّا الفرق بين مربّعيهما فيساوي 616. احسب هذين 
العددين. 
11 و8 عددان. الفرق بين مقلوبيهما ١6‏ والفرق بين مربّعي مقلوبيهما يساوي 12. احسب 


هذيت العددير.. 











50 احسب بُعدّي حقل مستطيل مساحته 120 مترا مربّعاء ومحيطه 44 مترا. 





ارتفاعه النازل من 4, يساوي 12 سنتيمترا. 


6 











6 نزرد المستوي بِمَعْلم متجانس ااه تافل الشكل, المحاور 0 أجب عما يأتي : 
© أوجد معادلة للمستقيم 0. 
© أوجد معادلة للمستقيم ,4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى محور الفواصل. 
© أوجد معادلة للمستقيم ,4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى محور التراتيب. 
© أوجد معادلة للمستقيم ,4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى المبدأ 0. 





(9 سأل رجل صديقه عن عمره فأجابه : «عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنت فيه عندما كان 
عمري بقدر عمركء وعندما يصبح عمرك بقدر عمري يصبح مجموع عمرينا 63 سنة». فكم 
عمر كل من الصتديقين؟ 

© نيكن 0 شبه منحرف فيه الزاويتان 4 و7 قائمتان. نفترض أن 
3 - 42 و4 - 80 و5 - 48 وجميع الأطول مقاسة بالمتر. 


نخثار كقطلة "1 هن التظعة المستقيسة |33 ] تحتق. 1167 تح رز السب 
كر . 






9 ايكن 0 وريه بر د نر رانكن ا لكلو المقطة ل ب اليية إلى لك ايل اتخليية 

© بالنسبة إلى 8 . وأخيراً نرمز بالرّمز 7 إلى مركز ثقل المثلث 4278.. 

© ليكن (4:7,7) المَعْلّم المتجانس الذي فيه 47 - 48 و 47 - 42.. أوجد إحدائيّات النقاط / 
و8 و0) و2[ و0 و4[ و )عل و[. 

© يقطع المستقيمٌ (147) المستقيم (47) في © ». ويقطع المستقيمُ (110) المستقيمَ (47) في 
م . نريد إثبات وقوع النقاط 75 و © و2 على استقامة واحدة. 
اكتب معادلة للمستقيم (147) واستنتج إحداثئيّتي النقطة ©. 
" اكتب معادلة للمستقيم (140) واستنتج إحدائيّتي النقطة م. 
" أتبت أن النقاط 7 و © و2 تقع على استقامة واحدة. 








القطوع المخروطيّة 











230 الذائرة 

© القطع المكافئ 
© القطع الدّاقص 
6 القطع الرّائد 













لن 


مقدمة 


نتأمّل في الفراغ مستقيمين 4 و 7 متقاطعين في 0» يحصران بينهما زاوية 6 1 
حيث |9.2]| 20 < 1 
2 
إن دوران ‏ حول خ دوزة كاملة مخ يقاء 36 ب 00000 7 
00 


رأسه 0» وهو عبارة عن فرعين يشتركان بالرأس © نرمَّزه (©). نسمّي المستقيم 


الشكل المجاور: «2 "0 


ومن تقاطع السّطح المخروطي الدّوراني ("©) مع مستو7 (لا يمر برأسه 0) يمكن أن نحصل على 
3 المستوي يعامد 4 محور الشنطح المخروطيّ » عندئد يعون المقطع دائرة. الشكل (1). 
« المستوي 7 يقطع جميع مولّدات السّطح المخروطيّ ولا يواني المحور 4» عندئذ يكون المقطع 
قطعاً ناقصاً. الشكل (2). 
« المستوي 7 يوازي أحد مولدات الشطح المخروطيء عندئذ يكون المقطع قطعاً مكافئاً. الشكل (3). 
« المستوي 7 يوازي المحور 8 » عندئذ يكون المقطع قطعاً زائداً. الشكل (4) . 











0 الذائرة 
87 تعريوه 
لتكن © نقطة من المستويء؛ وليكن ” عدداً حقيقياً موجب تماماً. إِنّ الدائرة التي مركزها © ونصف قطرها ” 
هي مجموعة النقاطا 14 من المستوي التي تبعد عن 0 مسافة تساوي ". نُرمّز هذه الدائرة بالرّمز (0)0,7 
ويقرأ الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها 7. 

عندئذٍ أيَاْ كانت النقطة 14 » فإنّ الشرط (0,7)© ع 11 يكافئ , - //0. 

إذن: تتعيّن الدّائرة إذا علم مركزها ونصف قطرها. 

معادلة دائرة عُلمَ مركزها ونصف قطرها: 

في مستو منسوب إلى مَعْلَم مُتجايس (0,7,7) نتأمّل نقطة [ /20,1) 22 ونتأمّل عدداً حقيقياً موجباً 7. 

تنتمي النقطة (1,:ه)/1 إلى الدائرة (0)2,7 إذا وفقط إذا تحقق الشرط 
+ -/93© أو 2م - 01/2©. فإذا عيّرنا عن ذلك بتطبيق قانون 
المسافة بين نقطتين وجدنا: 

ح ون - #) + زمه -م) 9 
والعكس صحيح أيضأء أي إِنّ كل نقطة (11)2,17 تحقق العلاقة © 
تقع حتماً على الدائرة (0)90,7. 
نُسمّي المعادلة © الشكل النئموذجيّ (الصيغة المختزلة) لمعادلة دائرة 
مركزها [ .0,1 )20 ونصف قطرها 7. 


جدْ المعادلة للدائرة التي مركزها (2.5-)2 و نصف قطرها 4 - 7. 


المعادلة هي: 16 - 5 3 17 ل 2 ل ا 


جد إحدائيّات المركز» ونصف قطر الدّائرة التي تقبل 25 - "[4 - ,و) + “[1 - ) معادلة لها. 














المعادلة لها الشكل 72 -ح “(نن - ,) + “(0 -) وبالتّالي نجد أن مركزها | 1,4)© ونصف قطرها 


ل" 


حالة خاصّة: معادلة دائرة مركزها مبدأ الإحداثيات (0)0,0 و نصف قطرها , هي: |2 - 2ن + 2|. 


- 











إل اكتب معادلة دائرة مركزها (0)0,0 و نصف قطرها 3/ه - م7. 


المعادلة 3 ح 2ن ل أبنو 


00 9 - شر + 2ه هي معادلة لدائرة مركزها (0)0,0 ونصف قطرها 20/3 - 0/12 - . 
وضع نقطة بالنُسبة إلى دائرة: 
لتكن الدّائرة | 0,7 )© دائرة في المستوي 7» ولتكن /1 نقطة من هذا المستوي. لتعيين وضع 11 بالنُسبة إلى 








ا رأ نقطة خارج الذائرة» إذا وفقط إذا 7 حر /01( 
2- ,11 تنتمي إلى الدائرة» إذا وفقط إذا ” - ي/01 
3- ,11 نقطة داخل الدائرة» إذا وفقط إذا ”7 > 01/1 530 


ة. 1 
إل الذائرة ) المُعيّنة بالمعادلة: ‏ 5-9 تر+ ”2 


عيّن وضع كل من التقطتين (1,1) 4 و(3-,2) 8 بالنُسبة إلى الدّائرة ©. 








لمعرفة وضع نقطة بالنسبة لدائرة نحسب بُعد هذه النقطة عن مركز الدائرة فنحصل على إحدى الحالات السابقة. 
من معادلة الدّائرة 00 نستنتج أنَّ مركز الدّائرة هو [0)0,0 ونصف قطرها يساوي 3 - /. 


بُعد 4 عن مركز الدائرة يساوي: 3 > 2/. - 1-0(2) + 0(7 -1)/ - 04» أي إِنّ ” > 04 إذن 


تقع داخل الدائرة. 
كذلك نجد أنّ: 3 < 13/. - 0(2 - 3-) + 0(27 - 2)/, - 08.» إذن ” < 08 والنقطة 2 تقع خارج 
الذائرة. 


الصَّيغة العامّة لمعادلة دائرة: 
نتأمَّل الصّيغة القياسيّة لمعادلة دائرة مركزها [ /2:,1 )© ونصف قطرها 7» وهي: 
د “ون - به) + “لزنه - جه) 
١ - 2‏ + 2 ث2 ل 1 +- :22:04 بد خرن 
0 - #1 شر د كونة ل /21 2 تر ل 1 
والصّيغة الأخيرة لها الشكل الأتي 0 دع + روزا + :وم + ”رن ل “ثم 
حيث 0,5,6 ثوابت حقيقية. وتسمّى هذه الصّيغة بالصّيغة العامّة لمعادلة دائرة. 
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فكر 


ما الشرط الذي يجب أن تحقّقه الأعداد 4,6,6 كي تمثل الصيغة العامة أعلاه معادلة دائرة؟ 


اكتب بالصّيغة العامّة معادلة دائرة مركزها [1,2-)2 وتمرٌ بالتقطة (2-,1)2/ وارسمها. 
نعلم أنّ معادلة الدائرة المطلوبة هي 0 
5 - [2-ن) + [1+ م 
وهي تؤول بعد النّشر والإصلاح إلى الصّيغة: 
0 - 20 دي4 21 + 2ن ل أن 
الرسم: 


إيجاد مركز ونصف قطر دائرة معادلتها بِالصَيغْةُ ‏ 2 


إذا كانت معادلة الدّائرة مكتوبة بالصّيغة العامّة وأردنا 
إيجاد إحدائيّات مركزها ونصف قطرهاء فإنه بالإتمام إلى 
مريّعين كاملين بالنُسبة إلى:ه و؛» تُردَ المعادلة إلى الشكل القياسيّ ”7 ح “(؛ - ,ه) + “(ونه - نه) ويمكننا 


لتكن 0 ح 6 د 6 + ند - شن ل ذبنو هي معادلة لدائرة ). 
8 كنب المعائلة بالضيفة القيابثة. 
امش رحداقات ور الأرضن نو حسف ترما 


60 ح 6 سد و6 + شن + و2 - 2بر 


8) بالإتمام إلى مرتعين كاملين نجد: 0 - 6 + 9 - (9 + ,6 + “ن) + 1 - (1 + :2 - 2نم) 
0 -3(2-4 +ين) + 15 --) 


ومنه نجد الصّيغة المختزلة: 4 ع 3(5 + 0) + 1(5- :) 
0) بمقارنة المعادلة السّابقة مع الصّيغة 2م ح 2(ن- ,) + “(ر,نه - ) إذن مركز الدّائرة © هو 
[3-,0)1© ونصف قطرها يساوي 2 ح م. 














إل لتكن 0 ح 6 + :و6 ب ”,و + 5ه هي معادلة لدائرة 0 . 


8) اكتب المعادلة بالصّيغة القياسيّة. 


0) استنتج إحداثيّات مركز الذائرة 07 ونصف قطرها. 


الخلا 





- 2 2 
8) بالإتمام إلى مرتع كامل نجد: 0 د حك كروهك نو حك 107 
0 ند قنك وت :ودع وق نحد 2زم 
ومنه نجد الصّيغة الفياسيّة: 3 ع ضن + (3+ه) 
0) بمقارنة المعادلة السّابقة مع الصيغة “م ح 2(ون - ن) + “(,نه - ) نجد أن مركز الدائرة '© 


هو (3,0-)292 ونصف قطرها 8/ه - ". 


المعادلة ذات الصّيغة 0 -ع + ,و + :هم + ”,+ 2م » حيث » , ٠‏ , © ثوابت حقيقيّة لا تمثل 

بالضّرورة دائرة» إذ بالإتمام إلى مريّعين كاملين بالتسبة إلى :ه و نردّها إلى الشكل: 
# ع “روس )به زوه ه) 

حيث / هو عدد حفيقئ» وهنا نميْز ثلاث حالات: 

0 < # عندئذ تمثّل المعادلة الدائرة التي مركزها (#,,:ه) ونصف قطرها :7/. 

غ 0 - # عندئذ تؤول المعادلة إلى الشكل 0 -ع “(,: - »ه) + ”“(ننه - :ه)» وهذا يتحقّق في حالة واحدة 

فقط وهي عندما ,:ه - :د و,؛ - ,إء أي إنها تمثل التقطة الوحيدة (ل؛,,:2) . 
ل 0 > # عندئذ تمثل المعادلة 0 > ©( - ,) + “(0(:ه - ) المجموعة الخالية © . 





إل عيّن مجموعة التقط التي تمثلها كلّ معادلة من المعادلات الآتية: 
9 0 4 درو دن4 ل كن ل تجو 
© 5-0 دي6 د22 شن2 + 2:2 
© 0 - 6 دن لد ن4 + شن + تن 


0 3-0 4ح روو ع بو سك ثرو ند تبن 
نات 4 1ب 1س بزلاب “روك بارت دعل روسل 77 





لاسامحوك صر وك شور 
و- (1دين) + (2+هم) 
والمعادلة الأخيرة لها الشكل: م ح “(ون - ) + “(ن:ه - ) حيث 0 < 9 ح :م 
فالمعادلة تمئّل الدائرة الّتي مركزها (2,1-)7 ونصف قطرها 3 - 9/ه - ,. 





6 


© 60 -ق د ي6 + ن 2‏ 202 ل 2:2 





5 5 اس‎ 8 : ١ 
نقسْم طرفي المعادلة على العدد 2 حتى نرذها إلى الشكل العام» فتصبح: - رق + ه- ”وج تم‎ 


0 ! 0 5 
ثم نتمّم إلى مريّعين كاملين بالنسبة إلى :2 و /1: 0 تبط وق ل روط نهد كه 





65 9 9 1 1 
د 2+ د دوق ل “ودح دن أ 
9 #4 42 24 +21 
5 9 و38 1 ا 
0 -532-2+25 دين + -22-2-م 
92 +41 7 0 4 7 | 
5 
- 2ق + )+ 2 - م) 
١‏ الس اا 
فالمعادلة تمل التقطة (29-,72). 
9 0 ح 6 دن ل ن4 ل شن ل شبن 
نتمّم إلى مريّعين كاملين بالنُسبة إلى : و /م: 
1[ 1 
0ح 6س م + ين 4-4 ل مه + أنه 
1 1 
-6+--232 +ين) +4 -22 + بم 
4 2 
0 1 
ح 2( ل ن) + 2(7 ل نه 
5 - 2( + بيج 92 + نه) 


وهذا مستحيل فالمعادلة تمئّل المجموعة الخالية © فى هذه الحالة. 


7 اا 
هيه تدرب 
(0 جد معادلة الدائرة في كل حالة مما يأتي: 
© مركزها (1-,2) ونصف قطرها 3 - 7. 
©مركزها (0,0) ونصف قطرها 2/. - 7. 
©مركزها (0,0) وتمر بالتقطة (4,7) . 
© [00] قطر فيهاء حيث: (1,1-)7 و (5,9) 0. 
© مركزها (3-,7)وتمسٌ محور الفواصل. 
© مركزها (3,2)وتمسٌ محور التراتيب. 


© جد معادلة كل من الدّائرتين المرسومتين جانباً: 





© عيّْن ماذا تمثل كلّ معادلة مما يأتي» ثمّ ارسمها في حال كانت دائرة. 
0 0 - 183 7ن10 ل مك شن + أبن 
© 0 - 62-12 + شن ل تبر 
6 0 ع 13 لد و4 م6 تكن ل فجن 
6ه 26-0 - ,6 بيرة1 لس 2ن9- 2بجه 
© 60 ح و2 و6 ل “ريق3 ل تنوق 


©ادرس تبعاً لقيم الوسيط الحقيقيّ ١‏ ماذا تمثل المعادلة0 - ( - و6 ل :و4 - 22 + 20:2 


تماس دائرتين 
الشرط اللازم والكافي لتكون دائرتان (,, 27) ,© و (,ر7, 14) ,© متماستين خارجاً ( أو داخلاً ) هو أن يكون 
البُعد المركزي 7/11 مساوياً مجموع نصفي قطريهما ( أو فرقهما) 
فإذا كانت :دائرتان معيكتان بالمعادلقين. الآتيتيث: 
ررك بز كن كاي 000 
8 - “(رنز- بر)+ “(ر- 6 0:0 
ورمزنا / للبعد المركزي للدائرتين ورمزنا ,1 , ,7 لنصفي قطريهما عندئذٍ نميّز حالتين للتماس: 


الثّماس الداخلى والتماس الخارجيئ كما فى الشكل: 6 
: : 1 
[( 2 
2 > 


تماس خارجي تماس داخلي 
في حالة التّماس الخارجي يكون: ,7+ ,7 -/ 


وأمّا في حالة التّماس الداخلي يكون: |ر- ,| -/ 


0 مركزا الدّائرتان المتماسّتان ونقطة التّماس تفع على استقامة واحدة. 


إلى معادلكا الذائرفين: 6 6 


9- *(10- بر + *(8- 0 0:22 
6- *(5-جر) + “(4+  )‏ :2ر0 





أثبت أنّ الذائرتين ."0 , ,") متماستان خارجاً. 





مركز الدّائرة الأولى: (8,10) © ونصف قطرها 7- ١/49‏ - / 
مركز الدّائرة الثّانية: (4,5-),0 ونصف قطرها 6- ١/36‏ - ,2/ 


- 








0,0, - ./)8+4( +)10-5( 


لنحسب المسافة بين مركزي الدائرتين 045 
0 
نلاحظ أنّ: ,8+ /, - ,0.© فالدّائرتان متماستان خارجاً. 


و لتكن ,© , ,© دائرتين. للحصول على التّقط المشتركة بينهما نبحث عن الحل المشترك لجملة 
معادلتيهما ونميّز الحالات الآتية: 
الحالة الأولى: 
الدّائرتان متماسّتان أي تشتركان بنقطة وحيدة نسمّيها نقطة التماس. 





( 
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الحالة الثانية: 


الدّائرتان متقاطعتان أي تشتركان بنقطتين 8 , 4 نسمّيهما: نقطتي التقاطع. ‏ ,0 





١‏ مسي نين اي اين ما تجو رع 
الذائرتين » مع مجموع وفرق نصفي قطريهما ,7 , ,7 ونميّز الحالات الآتية: 
© عندما يتحقق الشرط |, - ,| </ < ,8+ ,8 تكون الدّائرتان © , ,'0 متقاطعتين» والعكس صحيح. 

© عندما يتحقق الشرط ,88+ ,18 < / أو الشرط |ر- ,| > 4 تكون الدائرتان متباعدتين » والعكس صحيح. 
« عندما يتحقق الشرط ,7+ ,7 -/ تكون الدّائرتان متماسّتين خارجاً» والعكس صحيح. 
« عندما يتحقق الشرط | ,8 - ,| - تكون الدّائرتان متماسّتين داخلاًء والعكس صحيح. 

تماس دائرة ومستقيم: 

© المعادلة 0 - و2 - 6# 2ن + 1:2 معادلة للدائرة 6. 
© أثبت أنَّ (4)2,4 نقطة من 6. 
© ارسم © ووضّغ عليها 4 » ثمَّ أنشئ من 1, المماس 7 للدائرة 0. 
© اكتب معادلة للمماس 0. 

















| 1 1 : 
الا 1 نعوض النقطة (1)2,4, في معادلة الدائرة 6 
195-8:2:0-:160- 4ت الت (ةاقاج “1د 07 
وبالتالى فإنّ النقطة 1, من الدائرة 6. 





- 











© نتمّم إلى مرتعين كاملين بالنّسبة إلى: و/و» فنحصل على 10 - "(1- ,0) + *(3 - ) نستنتج أن 
مركزها [7)3,1 ونصف قطرها 10/: - 7. 
4-1 عا - رم 


هليكن ,: ميل المستقيم (11)» عندئذ يكون: و- الك ب الاك - ,م 
2-3 ره -- إن 


وليكن د ميل المستقيم 2.0 وبما أن المستقيمين 14 ) و 0 متعامدان» فإن 2-1 كه عر ومنه 
ا 1 1 : 
- - ,7» وبالتالي فإنّ معادلة المماس 0 هي: [2-ما- 4د وبالإصلاح نحصل على 


0 عيّن مركز ونصف قطر كل من الدّوائر» ثَمَ عيّن الوضع التسبي للدائرتين ,© , ©. 
0 -5-25 جر+ ةير: ,© 
3ح نري :6 
36-0 * تراس * برف : 0 
© اكتب معادلة الدّائرة © في مستو مُحدث بمغْلّم مُتجانس في الحالات الآتية: 
1) (0)0,0 ء 4م 0 
2) مركزها (0)0,1 ٠‏ وتمس محور الفواصل 
٠» ©0)0,0( 3‏ وتمرٌ بالنقطة (4)3,0. 
© في مستو مُحدث بمغلم مُتجانس نقطتان (3,0) 4 ,. (4,0) 8 
أوجد معادلة الذائرة التي تقبل القطعة المستقيمة| 47 ] قطراً فيها 
© في الشكل (1) دائرة ا نصف قطرها 7 8٠‏ , 4 نقطتان 
ثابتتان و مختلفتان تنتميان إلى هذه الدائرة تتحرك النقطة © على هذه 
الدائرة» و بفرض © مركز ثقل المثلث 486 أثبت أن © تتحرك على 
دائزة نصف قطرها > . 
8 تتاكل في معلم متجانس (0:7,7) المستقيم 7 ذا المعادلة الشكل (1) 
0 - هن + ؟ء والنقطة (3,0)/ 
© وضع النقطة 1 وارسم المستقيم 7 في شكلٍ واحد. 
© لتكن 77 المسقط القائم للنقطة 1, على 7 و نقطة تقاطع 7 مع محور الفواصل. 
أثبت أنَّ المثلث 1772 قائمٌ ومتساوي الساقين واحسب 177 . 
(. استنتج معادلةً للدائرة © التي مركزها 1, وتمسٌ المستقيم 0. 








- 








© القطع المكافئ (83136013) 
سوف تتعلم: 
1. تعاريف وخواص عامة 
2. المعادلة المختزلة للقطع المكافئ 
3. المعادلة العامة لقطع مكافئ محور تناظره يوازي أحد محوري الإحدائيّات 
4. خواص المماس لقطع مكافئ في نقطة منه 
لقد درست سابقاً القطوع المكافئة بصفتها الخطوط البيانية للتوابع كثيرات الحدود من الدرجة الثانية» وقد 
كان محور تناظر كل منها يوازي محور التراتيب «0. ولكننا لم نذكر التعريف الهندسي للقطوع المكافئة 
في ذلك الحين. لذلك سوف نعرّف هندسياً القطع المكافئ ونستنتج المعادلات للقطوع المكافئة التي توازي 
محاور تناظرها أحد المحورين الإحداثيين. 
في مراجعة للدرس (كثير الحدود من الدرجة الثانية) تعلمت أنَّ 
ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية يكتب بالصيغة : + نم + #نده - (8)/ ,18 + 1 : /, حيث ٠‏ وم 
وه ثلاثة أعداد حقيقية معطاة و0 عد 4. لقد وجدنا في دراستنا السابقة أنّ / يُكتب بالصيعة القانونيّة : 








9 2 2 
16ح ع 0 0 1252351 
0 - | +2 أه - )1 وشاكن ()/ - لاوطفيعز بالروز بر ل ولو - و 


عندئذ يمكن كتابة الفعا حدلة السايقّة بالصيغة النموحاجية 


بالصيغة و« + "( ونه - )0 ح ين ومنه ( 0 - ,)1 


0-6 
7 الخلاحة 
ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : ع + :مم + تبه ع ()/ ,18 + 12 : / (0 عد ه). 
* نُسمّي الخط البيانيّ للتابع / قطعاً مُكافئاً ونرمز إليه بالرمز 7. 
* في حالة 0 < م» تكون فتحة القطع من الأعلى؛ وببلغ / أصغر قيمه عند د نن. 
* في حالة 0 > م» تكون فتحة القطع من الأسفلء وببلغ / أكبر قيمه عند د نن. 
© : ى م ول وار أت ثء+ 0ت 
في كلا الحالتين تكون 2- - «, هي فاصلة ذروة القطع 7. 
* ويكون المستقيم المارٌ بالذروة موازياً لمحور التراتيب» محور تناظر للقطع 72. 
* الرمز ب في المعادلة (,بر- «ر) م4 - (,- :) يدل على وسيط القطع المكافئ. 


ا ب 0 وتوصلنا للخلاصة الآتية : 





- 





2 
0 09 


من أين جاءت هذه الخاصّة التناظريّة للقطع المُكافئ؟ استعمل الصيغة القانونية 
لثلاثي الحدود لاسن [2+8)/ و[-2)/ حيث « هوعد 


هو ههه جو 


ال وم المعادلة الآتية : - به بر . بالشكل النموذجى. 


بضرب طرفي المعادلة المعطاة 5-6 نجد: 5+ 22 - > رح «ر4- نتمم إلى مريع كامل بالنسبة إلى 
بو تتحد: 14د يروب ” يرد يرف وهي كاني: 4 ([بعز)د زف أي:. اند برقت 1- يذ 
وهذه المعادلة من الشكل النموذجي (,«ر- «ر) م4 - (,*- «) وتمثل قطع مكافئن2» ذروة القطع 
هي (,:ز,, *) 7 أي (1-,1) ”7» و محوره تناظره يوازي محور التراتيب وقيمة الوسيط 1- - 7. 








ليكن / مستقيماً ما في المستويء؛ ولتكن 7 نقطة لا تنتمي إلى 4 ( 4 © 7).إنّ مجموعة التقط 11 الواقعة 
في المستوي المعيّن ب /و”/ والمتساوية المسافة عن /و ”7 تؤلّف قطعاً مُكافئاً محرقه ل ودليله 1 . 


إنشاء قطع مكافئن 7محرقه/ ودليله 4 (باستعمال التعريف): 


نتأمل المحرق “/ والدليل 8 » ثم نختار أي نقطة 27 على 

المستقيم / 

- نرسم محور القطعة |0/7]. 

- نرسم من 7 مستقيماً يُعامد الدليل 4 فيقطع محور القطعة| 777 ] 
في نقطة 14/. عندئذٍ نجد 1177 - 1/7 (خاصة محور قطعة مستقيمة). 

من أجل كل موضع للنقطة 7 على /نعين بالطريقة ذاتها النقطة 14 الموافقة فنحصل على القطع المكافئ 

كما في الشكل السّابق المرسوم. 





المعادلة المختزلة لمعادلة قطع مكافئ: 

مصطلحات : يُرمز للقطع المكافئ بالرمز 72 . 

و بفرض 1/1 نقطة من القطع و 77 مسقطها القائم على 4/ عندئذٍ: 
7 - كارا جب كح 1 





- 








يسمى المستقيم الثابت 4 دليل القطع المكافئ . 
© البعد بين 7 َك ثابت وبسمى وسيط القطع المكافئ» و نرمز له م2 . 
» بفرض (/ مرتسم 7 على 4 ٠‏ ,11 نظيرة ,11 بالنسبة إلى المستقيم( 77) » عندئذ نجد 
حسب خواص التناظر: ”114,1 - ,1014 ومنه 7 © ,11 عندئذٍ ((77) محور تناظر للقطع. 
بفرض ,11 منتصف [(1 7] فإن 77 ,11 وهي نقطة مشتركة بين القطع ومحوره التناظري .لذلك تسمى 
,1 ذروة القطع المكافئى . 
ملاحظة: نقبل أنه لرسم القطع المكافئ يكفي معرفة ذروته ونقطتين منه: 

1- نعين المحرق 7 ونرسم الدليل 4 في المستوي. 

2- نرسم من ”7 مستقيماً #عمودياً على محور القطع ثم نعين عليه 
النقطتين ,311,,11 بجهتين مختلفقكين من المحور يكون: 
م|2 - ملراط - "ل الا 

3- نعين ذروة القطع , //. 


4- نرسم قوس القطع الذي يمر من النقط الثلاث ,11,,14,,14 كما في الشكل 





2 .تعاربيف وخصائص عامة 


7 هبرهنة وتعريوم 
ليكن 7القطع المكافئ الذي دليله .ومحرقه”/. إِنّ المستقيم 4 المار 
بالنقطة 7 عمودياً على 4 هو محور تناظر للقطع المكافئْ 2. وإذا كانت 
' ”ا هي المرتسم القائم للمحرق ”/ على الدليل 48 كانت النقطة 7» منتصفُ 
القطعة المستقيمة [' 777]؛ نقطة من القطع المكافئن 2» نسميها ذروة القطع 
المغافء 8 
فائدة : 

للقطوع المكافئة خواص عديدة تجعل منها مفيدةً جداً. فمثلاً يتمتّع 
السطح الدوراني الذي نحصل عليه من تدوير قطع مكافئ حول محور تناظره 
بخاصّة مهمة: الأشعة الضوئية الصادرة من منبع موضوع في المحرق 
تنعكس عن السطح بشكل حزمة موازية لمحور القطع؛ كما في الشكل 
المجاوز . 











- 


وبالمثل» الأشعة الواردة إلى السطح القطعي المكافئ موازية لمحور 
تناظره تنعكس لتتجمع في المحرق. تستعمل هذه الخاصة للقطوع المكافئة 
في تصميم مرايا التلسكويات» وفي صنع هوائيات الرادارات» وهوائيات 
استقبال البث الفضائي. انظر الشكل المجاور. 
1 المعادلة المختزلة للقطع المكافئٌ 
ليكن 8 مستقيماً في المستوي ولتكن 7 نقطة لا تقع على /: ليكن 7 
القطع المُكافئ الذي دليله 4 ومحرقه ”/. 
لنختر جملة محاور إحداثية متعامدة مبدؤها 0 منطبق على ذروة القطع 
المكافئن72؛ ومحور تراتيبها 07 منطبق على محور تناظر 








2. ويحيث تكون إحدائيّات ”7 هي (0,27).(الرسم المجاور 1 

يوافق حالة 0 < م ). (م,0) 17 

في هذه الحالة تكون معادلة الدليل 4 هي م- - بر. 0 

تنتمي النقطة («ر, )7 إلى القطع المكافئن 7 إذا وفقط إذا : 1 
سر 


تحقّق الشرط 'مم - #رمرء أي 
“رصع برط روب ونامك “زورب تو د يدل 
وبتربيع الطرفي والاختصار نجد 
(مع مرح رمح مر) ام 
*م ترم 2 + برح ذم برم2- تر دعر 
ترورقح فير 

وعليه نستنتج أنّ المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته في مبدأ الإحدائيّات ومحور 
تناظره هو محور التراتيب هي «رم4 - * : 
ويكون القطع مفتوحاً من الأعلى (أو من جهة التراتيب الموجبة) عندما 0 < رء 
ومفتوحاً من الأسفل (أو من جهة التراتيب السالبة) عندما 0 > م.. 

نسمّي كل قطعة مستقيمة تمر بمحرق القطع المكافئ وبقع طرفاها على القطع وتراً محرقياً: 
ونسمّي وتراً محرقياً أساسياً ذلك الوتر المحرقي الذي يوازي الدليل. في الشكل المجاور الوتر المحرقي 
الأساسي هو [70] وطوله يحقّق المساواة |م|4 - 0. يفيد الوتر المحرقي الأساسي في رسم القطع 
المكافئ. 





2") 0 


وبأسلوب ممائلء يمكننا إيجاد الشكل القياسي لمعادلة قطع مكافئ تنطبق ذروته 
على مبدأ الإحداثيّات ويقبل محور الفواصل «0 محور تناظر. باختيار المحرق 





- 








عند (0,م)7 ومعادلة الدليل م- - مره ثُمّ باتباع الخطوات السابقة نحصل على الشكل القياسي التالى 
لمعادلة القطع 7 : در 4 حدر 


ويكون القطع مفتوحاً من اليمين (أو من جهة الفواصل الموجبة) عندما 0 < 7» ومفتوحاً من اليسار (أو 
من جهة الفواصل السالبة) عندما 0 > 7 . 

لنلخّص فيما يلي الخواص التي أثبتناها فيما سبق: 

المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته في المبدأ 

إن الخط البيانيّ لكلّ من المعادلات الآتية هو قطع مكافئ ذروته في مبدأ الإحداثيّات» ويحقّق الخواص 
المشار إليها حول محرقه ودليله ومحور تناظره: 

© ب«رم4 - > :دء المحرق (م,0)#ومعادلة الدليل م- - «رء ومحور التناظر (0). 

© نم4 - “درء المحرق (7”)7,0 ومعادلة الدليل م- - «ء ومحور التناظر 0. 


عين محرق ودليل القطع المكافئ «8- - > :د وارسمه. ا 11 
الحل: 
بمقارنة المعادلة «ر8- -7 مع الصيغة القياسية «رم4 - 2م 


نستنتج أن 8- - م4» إذن 2- - ر. ومنه 
" محور القطع هو محور التراتيب «((). 
" محرقه (2-,0)/. 
" معادلة دليله / هي 2 - :([. 





" مفتوح من جهة التراتيب السالبة. 
" طول وتره المحرقي الأساسي 8 - | م| 4» فالقطع يمر بالنقطتين (2-,4) و (2-,4-). 


اكتب معادلة القطع المكافئ المتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب» والذي ذروته في مبدأ الإحدائيّات ويمرّ 
بالنقطة (2)8,4/. 

الحل 

الصيغة القياسية لهذا القطع هي «رم4 - 7+ ولأنَ 7 تنتمي إلى هذا القطع وجب أن تحقّق إحدائيّات 
هذه النقطة (8,4) معادلته أي (4)م4 - 85 ومنه 4 - م. ويهذا تصبح معادلة القطع المطلوب 
16ح 2ن 





- 





ريه تدرب 

© عيّن محرق ودليل القطع المكافئ الذي معادلته 27-6 وارسمه. أعد السؤال في حالة 
بو ]نيب رز 

© اكتب معادلة القطع المكافئ المتناظر بالنسبة إلى محور الفواصلء والذي ذروته في مبدأ 
الإحدائيّات ويمر بالنقطة (3,6-)72. 

© فيما يلي معادلات مختزلة لقطوع مكافئة» عيّن في كل حالة ذروة القطع؛ ومحور تناظره؛ ومحرقه 





ومعادلة دليله وجهة فتحته: 

0.9 ينرم رز 8 لاج يزة عدر 

© 0ح برم-2عر © 0 برم+تير 
1 المعادلة العامة لقطع المكافئ محور تناظره يوازي أحد محوري الإحداثيّات 
1 .الحالة الأولى: المحور يوازي محور التراتيب. 5 

لنبحث عن الصيغة العامة لمعادلة قطع مكافئ ذروته 

النقطة (,'ر.,::) '/ ومحور تناظره يوازي محور التراتيب. لما ا 
كان محرق القطع ”7 واقعاً على محور التناظر استنتجنا أن * 0 
إحداتيّي المحرق هما (7 + ,2ز,,<) حيث 0+ م»ء وعندئة ‏ حسيييع سنطاكة 
تكون معادلة الدليل م - ,در- «ر. كما في الشكل التالي: : 
(في حالة 0 < 7). 


معادلة القطع المكافئ في الجملة [ 7,7, 7) هي [م27-47 استناداً إلى ما رأيناه سابقاً. ولكن 
دساتير الانتقال من الجملة [ 7 ,7, ”7) إلى الجملة [ /, 0.7) هي 
+ ,<*- غ و 1+ مرح ب 

وعليه تكون معادلة القطع في الجملة | /, 0,7) هي 

(بر- بر)م4 - '(,- 0 
إذن الصيغة القياسيّة لمعادلة القطع المكافئ الذي ذروته عند (,«ر,,*) ومحور تناظره المستقيم الذي 
معادلته ,:د- ند هي (,بز- «)م4 - '(,د- ). فإذا كان 0 < 7 كان القطع مفتوحاً من الأعلى 
(أو من جهة التراتيب الموجبة) وإذا كان 0 > 7 كان القطع مفتوحاً من الأسفل (أو من جهة التراتيب 
السالبة). 
1 الحالة الثانية: المحور يوازي محور الفواصل. 
بأسلوب ممائل للحالة السابقة نبرهن أنّ الصيغة القياسيّة لمعادلة القطع المكافئ الذي ذروته عند 
(,..*) ومحور تناظره المستقيم الذي معادلته ,«ر- «ر هي 


- 








(- منام4 - “(,نز- بز 
فإذا كان 0 < 7 كان القطع مفتوحاً من اليمين (أو من جهة الفواصل الموجبة) وإذا كان 0 > 7 كان 
القطع مفتوحاً من اليسار (أو من جهة الفواصل السالبة). 
المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته ليست في المبدأ 
إنّ الخط البياني لكل من المعادلات الآتية هو قطع مكافئ إحدائيّات ذروته (,:2,.,1)» ويحقق الخواص 
المشار إليها حول محرقه ودليله ومحور تناظره : 
© (وبر- بر)م4- '(,*- <)ء المحرق (م + ,«ر,, :)7 ومعادلة الدليل مر-,بر- برء ومحور 
التناظر هو المستقيم الذي معادلته مح /د. 
© (,*- #)م4- (,«ر- «ز)ء المحرق (,«ر,م + ,)7 ومعادلة الدليل مر- ,+ - ندء ومحور 
التناظر هو المستقيم الذي معادلته ,برح نر. 


عين ذروة ومحرق ودليل القطع المكافئ الذي معادأته (0 ع 274 نك 81 ب بر2 + > مر وارسمه. 
الحل 





مرّع كامل بإضافة 1 إلى الطرفين لنجد 
(8)2-3 -24- 2ق -1+ بر2 + ة بر 
وأخيرا 
(3- 4)2(0 - أ(ا+ مر 
فإذا قارنًا هذه المعادلة بالصيغة القياسيّة 
(- عنام4 - “(,نز- بز 
استنتجنا أن 3 -,<* و 1-- ىبرو 7-2 





فذروة القطع المكافئن هي (1-,3) 7 ومحرقه (1-,7)5 ومعادلة دليله 1- «. وهو مفتوح من جهة 
الفواصل الموجبة لأنّ 0 < 7 . أمَا طول وتره المحرقي الرئيسي فيساوي |م|4 - 8. 
وطرفاه هما النقطتان (5,3)؛ و(5-,5). 











اكتب معادلة القطع المكافئ الذي محرقه (4,1-)”7 ومعادلة دليله 5 - :ر. 
الحل 
الدليل يوازي محور الفواصل إذن للقطع معادلة من الصيغة (:- :)م4 - 5( - *). الذروة تقع في 
منتصف المسافة بين المحرق والدليل إذن إحداثيّات الذروة (4,3-) أي 4 -,+ و3-مر أما م 
فتحسب من الصيغة ,2 - م+ ,7 (حيث ,«ر هو ترتيب المحرق) لنجد 2-- . ومعادلة القطع 
المكافئ المطلوب هي 

(3- :80 - “((4ف)- من) 
التى يمكن إصلاحها لتأخذ الصيغة: 


2 
0 -8-بر8+ 2+8 أو 1+ ود 1 


1 4 

هيه تدرب 

© فيما يلي معادلات قياسية لقطوع مكافئة» عيّن في كل حالة ذروة القطع» ومحور تناظره؛» ومحرقه 
ومعادلة دليله وجهة فتحته» وارسمه. 

(1+ع)4- (3-نر) © (2-م)4- (3-ع) 
 - 2 ©‏ (1- بر) © (1+ع)3-- (1-دمر) 
© (1+ براقت 2+ 1 

© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي محرقه (2,5)”/ ومعادلة دليله 1-- :ر. 

© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي ذروته (2,1) 7» ومحور تناظره يوازي محور التراتيب (0) ويمر 
بالنقطة (1-,5)» وارسمه. 


© 


© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي ذروته (2-,2-) 7 ومعادلة دليله 3- - «ر. 

© فيما يلى معادلات لقطوع مكافئة» عين فى كل حالة دروة القطعء ومحور تناظره» ومحرقه ومعادلة 
دليله وجهة فتحته؛ وارسمه. 

0 :16-20عد يرافب رر4ين* رز © 2100 يرع يروب * نر 

8 0ع 5يد عرة + رمه رز © 4ح نن2 1 برهف * بره 

© عيّن معادلة قطع مكافئ محور تناظره يوازي محور التراتيب 007 ويمر بالنقاط: (14,)3,0 و 
(5,0-),14 و (5-,1/,)0. ثم عين محرقه ومعادلة دليله. 


- 








© عين معادلة قطع مكافي) محور تناظره يوازي محور الفواصل ,27 ودمر بالنقاط: (1-,1)2/ 
و(1-,12,)1 و(1,2-),12. تم عين محرقه ومعادلة دليله. 


2 خصائص المماس لقطع مكافئ في نقطة منه 


© تعريفه 
ليكن 2 قطعاً مكافتاًء ولتكن /17 نقطة من هذا القطع. نقول إِنّ المستقيم #4 يمسّ القطع 7 في 
أو إنّه مماس للقطع 7 في /1 .إذا تحقّق الشرطان : 

© المستقيم 4 لا يوازني محور تناظر القطع. 

© النقطة 14 هي النقطة الوحيدة المشتركة بين القطع 72 والمستقيم 4. 


© تعريفه 
نسمّي المستقيم العمودي على المماس لقطع مُكافئ في نقطة التماس المستقيم الناظم على القطع 
المكافئ عند هذه النقطة. 





82 هبرهنة ( تغبل دون ذكر البرهان) 

نتأمّل قطعاً مُكافئاً 2 دليله المستقيم / ومحرقه 7 ومحور تناظره / وذروته 7. لتكن 14 نقطة من 
القطع المكافئن 7 مختلفة عن ذروته. 

إن المماس 7 للقطع المكافئن 72 في 142 يقطع / في نقطة 7١‏ هي نظيرة ' 1 المسقط القائم 
على / للنقطة 11 بالنسبة إلى الذروة 7. أما المماس للقطع المكافئن 2 في ذروة القطع فهو العمود 
على محور التناظر / في 7. 

















ليكن القطع المكافئن 2 الذي معادلته : 0 -20+ :8- بر4- ” بر. 
0 اكتب معادلة 7 بالصيعة القياسية. 
©أوجد معادلتي المماس والناظم لهذا القطع في النقطة التي ترتيبها 0 - «[ منه 
وارسمهما مع القطع على الشكل نفسه. 
الحل 
© بالإتمام إلى مريّع كامل نجد أنّ معادلة القطع تُكافئ (2- )8 - 2(7- (ر) . 
وبالمقارنة مع الشكل القياسي (,د- )م4 > '(:- 7[) نستنتج أن ذروة القطع 
هي النقطة (2,2) 7» ومحرقه هو النقطة (7)4,2 ومحور تناظره يوازي محور 
الفواصل ومعادلته 2 - 2(ء ودليله منطبق على محور التراتيب الذي معادلته 
حمة 
© إن فاصلة النقطة التي ترتيبها 0 - «( من القطع هي - «. إذن نرغب بتعيين المماس للقطع 7 
المار بالنقطة (3,0) 714. سنتبع طريقتين : 
الطربقة الأولى : لتكن '74 المسقط القائم للنقطة 14/ على محور التناظر. من الواضح أنّ 
إحداتيّي ' 1/4 هما (3,2). واذا كانت (,«زر,,*) 77 نظيرة "14 بالنسبة إلى الذروة (2,2) 7 كان 
3- ,ند و 2 - ,«ر. واستناداً إلى الخاصة الهندسيّة للمماس» نعلم أنّه يمرّ بالنقطتين 

(0:آ) لا و (4,2) 0 


فمعادلة المماس في )1 هي 2 - 2-1 _ 9 1 











أي 5 2ح رنر. 
أَمَا معادلة الناظم؛ فتتعيّن ببساطة» إذ نتذكر أنّ جداء ميلّئ مستقيمين متعامدين يساوي 1-, إذن ميل 
الناظم على القطع في 14 يساوي 1 وهو يمر بالنقطة (0,ة) لل فمعادلته 

5 2-[5- م1 1 

4 02ر2 0 
الطربقة الثانية : لما كان المماس المطلوب يمر بالنقطة 14 كانت معادلته من الشكل 
(3- *) م« - برا حيث 0+ 7#» ولتعيين 77 ندرس تقاطع هذا المستقيم مع القطع بالحل المشترك 
لجملة معادلتيهما. ولانّ معادلة القطع تحوي هذا واهداً فيه +دء نحسب 2 من معادلة المستقيم 5 
نعوض في معادلة القطع .ولكن في حالة التماس يوجد حلٌ واحدٌء ومن ثَمَ يجب أن يكون ,برح ,در أي 
دوعيل بيذ عي معالة الميان لسار 

424 





- 





ليكن القطع المكافئ الذي معادلته 4 برج بوك /. أوجد معادلة المماس لهذا القطع الذي 
ميله 1- ح 77 . 

الحل 

إنّ معادلة أي مستقيم ميله 1- هي من الشكل 7+ +- - درء المطلوب هنا فعلياً هو تعيين قيم // 
التي تجعل هذا المستقيم مماساً للقطع. وهذا يُكافئ أن يتقاطع مع القطع المكافئ بنقطة واحدة (لأن هذا 
المستقيم لا يوازني محور تناظر القطع). 


و 1 
4 ل 5 
لإيجاد نقاط التقاطع نبحث عن الحلول المشتركة أ جملة أل حادلتي” 1 7 3 


[ عد ربح بر 
تعوبضل.قمة تر من المعادلة الثانية في المعادلة الأولى نجد :+ بد -4- برج ”2 
وهذه تُكافئ 27 -4-- 2(5- :) 
نناقش الحالات الآتية: 
في حالة 2- < / : لا يتقاطع المستقيم ,4 الذي معادلته / + +«- - بر مع القطع. 
عندما 2- - 7/» يشترك معه بنقطة واحدة وتكون فاصلة هذه النقطة 2 - 2« وترتيبها 4- -ح نر. 
ما في حالة 2- > / فيشترك ,4 مع القطع بنقطتين وعندئذ يكون قاطعاً. 
ومعادلة المماس المطلوب هي 2- - - «رء وهو يمس القطع عند النقطة (4-,2). 


4و 5-58 
هينه نتدزب 


أوجد محرق ودليل القطع الذي معادلته: 


كد بر © بو بر © 


(1+ «)ة- (2-+) © رووك ةي 3 

أوجد معادلة القطع المُكافئ الذي ذروته (5-,3) ,11 ومحرقه (3-,3) 7 ثُمَ ارسمه: 
ليكن القطع المُكافئ 7 الذي معادلته: +4 + ”,رح بر 

© عيّن محور القطع؛ وسيطهء ذروته» محرقه ومعادلة دليله ثُمّ ارسمه. 

© أوجد معادلة المماس والناظم في التقطة التي فاصلتها 2- - :د. 
ليكن القطع المكافئ 27 الذي معادلته:0 - 25+ بر2+ :2-12 بر 

© أوجد محور القطع؛» وسيطه؛ ذروته» محرقه ومعادلة دليله ثْمّ ارسمه. 

© أوجد معادلة المماس في تقطة منه ترتيبها 2- - :ر. 


- 
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القطع الناقص (11056ا) 
سوف تتعلم: 


المعادلة المختزلة لقطع ناقص. 

القطع الثاقص هو منحني بيضوي (إهليلجي) على شكل دائرة مضغوطة. وإنّ المسار الذي ترسمه 
الأرض في دورانها حول الشمس قطعٌ ناقص. وهو حال جميع الأجرام السماويّة التي تتحرّك بتأثير 
الجاذبة حول نجم ضخم. هذا هو أحد قوانين كبلر. 





القطع التاقص هو مجموعة نقاط المستوي التي مجموع بعدي 

كل منها عن نقطتين ثابتتين ا و1 في المستوي يساوي مقداراً ثابتاً. 

نسمّي 17 و7 محرقي القطع الثاقص. ونرمز للقطع الناقص م . 

رسم القطع النافص بخط مستمر: 

نستطيع رسم قطع ناقص يحتق التّعريف السّابق وذلك باستعمال 

مسماري كبس صغيرين» وخيط غير قابل للامتطاط»؛ وقلم رصاص» 

حيث نبدأ أولاً بتحديد التّقطتين 7 و”/ على قطعة من الورق ا 
المقوّىء ثم نثبّت المسمارين عند "7 و "7 » ونريط طرفي الخيط 

بالمسمارين المثبّتين» بعدها نشد الخيط برأس قلم التصاص الذي 

يلامس قطعة الورق المقوى (كما في الشكل (1) المجاور) » ثمَ 

نحرّك القلم بهدوء وعناية (مع إبقاء الخيط مشدوداً) دورة كاملة فترسم 

بذلك القطم الكاقض المنشون. الشكل (1) 





- 





و يمكن أن نرسم بنفس قطعة الخيط عدّة قطوع ناقصة ودأشكال مخكانة 


عن طريق تغيير المسافة بين المحرقين ”/ و" . فإذا زادت المسافة 1[ . 





وكان طول الخيط أكثر قليلاً منها ظهر القطع الثاقص أضيقء كما في الشكل (1) السّابق 
في حين أن تقصير المسافة وجعلها أقلَ بكثير من طول الخيط يجعل القطع التاقص 
المرسوم يقترب أكثر فأكثر من شكل التائرة كما في الشكل (2) المجاور. 

وعندما يكون ""/ - "/ نحصل على دائرة. 

محورا تناظر القطع الناقص: 

ليكن ‏ القطع الناقص الذي محرقاه / و "/. إِنْ المستقيم 7 المار بالمحرقين '/ و"'/ محور تناظر 
للقطع الثاقص 6» ويسمّى المحور المحرقي أو المحور الرئيسي. وكذلك يكون المستقيم /» محور القطعة 
المستقيمة ['77]» هو أيضاً محور تناظر للقطع التاقص 6», ويسمّى المحور اللامحرقي أو المحور الثّانوي. 
ينتج من ذلك أن منتصف القطعة المستقيمة ["”77] ولتكن )0 مركز تناظر للقطع التاقص 2, لأثها نقطة تقاطع 





0 
المعادلة المختزلة لقطع ناقص: تك 5 





ليكن القطع الثاقص ي الذي محرقاه ”/ و"1» نتأمّل جملة إحدائيّة في المستوي («ر,»)م 
مبدؤها 0) منطبق على مركز القطع؛ ومحور الفواصل منطبق على المحور 
المحرقي للقطعء نفترض أنّ (7),0 حيث 0 < ع» فتكون (6,0-)"”/ ١‏ +« 
وتكون المسافة بين المحرقين هي: 20 - "17 كما في الشكل (4) 


وتسمى البعد المحرقي. 


الشكل © 
6 (1, )2 كان 20 - "2 + “2/7 (تعريف) »؛ واعتماداً على دستور المسافة بين نقطتين تكتب العلاقة 


- 


السَابقة كالآتى: 








2ع" (0- جر ل “زم عد ور لك “0ب ترا "زوب زمه 
أو “ررس “زوع ين بجوو ع * بريد ”رمب ال 
بتربيع الطّرفين نجد: 2س ةم ه/.- 20 ]- تبرج ةزه م 


بالشر نجد: “تزية “وعد عر)عد + رويد "ربد يوا ل (0لدخوفح *ررين *مسو عرب بز 
ومنه: “روه وده و3 من" يرهد ” زيف" ننه ع0 روا ”ولك ررمد 7مهجبروة - “مر 
وبالإصلاح نجد: بوك + كوك - * نرم “(ع+ عر) .مك 

نقسُم الطّرفين على العدد4 فنجد: + توح “برب “ومس عر) امه 

نريّع الطرفين: زه + 2م)- در + 04 

بالنشر نجد: برو “ربوس "و تر ترجه “معد يزع2 عد #غز) ”إن 
ومنه: رتم + كوين2 + أن د أ رركو تومب أويم2 + تكن 
أى: و0 كلح أرركول كعروم- فيرو 

ومنه: (5ع- تم) *م- “ركوس برع تن) 

نقسّم الطرفين على  -©7(‏ 0) 0 فنجد: 1 اد 


اتن 


ولكن بحسب متراجحات المثلّث لدينا: '”1/ < '”/2 + “/2 أي ع2 < 20 ومنه0 < 6< 0 وبالتالي 7< 47 


2 2 
٠‏ ان ٠ ٠.‏ له . . ل 3 3 ل * 4 
أي اع تع دن ؛ لنعّف *-45- 85 ونعوّضها في * فنجد: اج 0 ولسمى الصّيغة الاخيرة 


المعادلة المختزلة لقطع ناقص , محرقاه على محور الفواصل ومركزه في المبدأ و0 < -< 4 » 0 < 8< 4 
و[6 م حتم]. 
درا القطع الناقص: 
الذروة في القطع التاقص هي كل نقطة مشتركة بين القطع ومحور تناظر له. 
نه الذرا الواقعة على محور الفواصل 0 توافق 0 - «ر نعوّض في المعادلة المختزلة للقطع فنجد: 
ا أئ: ده وحلول هذه المعادلة هي م0- “د أو هم - م وهذا يوافق الذروتين: 
(4,0-)' ل , (0,0) ل 


نلاحظ أنّ طول القطعة المستقيمة | ' 44/] يساوي: 20 . 
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غ4 الذّرا الواقعة على محور التّراتيب 0 توافق 0 - « نعوّض في المعادلة المختزلة للقطع فنجد 
| أي: 2-82ثر وحلول هذه المعادلة هي 8- در أو 8 - در وهذا يوافق الدّروتين: 
(5-,0)' 8 , (0,5) #ء نلاحظ أنّ طول القطعة المستقيمة | ' 87] يساوي: 27 . 
ودما أنّ 7< 4 نجد أن 28 < 20 أي 
' رم < ' مل 

ع تسمّى القطعة المستقيمة |'1./] القطر الرّئيسي 
(أو القطر الكبير) للقطع. 

تسمّى القطعة المستقيمة [' 87] القطر الثّانوي 
للقطع (أو القطر الصّغير للقطع). 


قطع ناقص معادلته 225 - ” :25 + ” 9» عين محرقيه وذراه وارسمه. 





الحل 
00 ش اه 5 #بر25 5ر9 
نردٌ المعادلة إلى الصّيغة المختزلة بأن نقسّم طرفيها على العدد 225 فنجد: 1 - 2-2 + 2 
05 255 
0 00 بر 00 
0ه 25 22 * 20 02 
9-” 5 , 05-25 ومنه: 2-3 , 5دخن 2 


وبالتّالي طرفا القطر الكبير هما الدروتان: (5,0-)"4 , (0, 
طرفا القطر الصغير هما الذروتان: (3-,0)' 8 , (0,3) 8. 
ونها أن “رات كوت *واتهة أن 65-55-0216 

إذن: 4 - ©» ومحرقا القطع هما: 


(4,0-)"7/ , (7)4,0 كما في الشكل الآتي: 





قطع ناقص محرقاه عند التقطتين (2,0-)”/ , (2,0) 1 وله ذروتان عند النقطتين: (4,0+) . أوجد معادلته 


- 


وارسمه. 











الحل 


بما أنّ المحرقين هما : (2,0-)”1 , (7')2,0 فإنّ: 2 ح 6. ويما أنّ الأروتين عند: (14,0) فإن 4 - 4. 


2 2 


ولدينا 42-2 - 2 ومنه: 16-4-12- 82 ومعادلة القطع من الشّكل: ا أي : 
"ل لت هي معادلة القطع المنشودة. 
12 16 * 
3 
السم: 15015 ا 


لبر | 1 ا 

ا ا 

111" 
سا4 


12 نك 21 
كا كل 
,- 181 81 8" ده اها ال 
0 11 
13 50150 1ك لك 

القطع الناقص الذي محوره المحرقي ينطبق على محور التراتيب: 

نتأمّل قطعاً ناقصاً ‏ الذي محرقاه “1 و"ل» نتأمّل جملة إحداثيّة في المستوي 
مبدؤها 00 منطبق على مركز القطع» ومحور التراتيب منطبق على المحور 
المحرقي للقطع؛ في هذه الحالة يكون طرفا القطر الكبير هما الذروتان 
(8)0,5 و(2)0,85» أمّا طرفا القطر الصّغير هما (4)0,0 و(2,0-)'4: 


ومحرقاه (ع,7"')0/ » (ع-,7")0/ حيث 0 < 0. 








ويكون في هذه الحالة أنّ 0< 85 و5-05+05م 

ولإيجاد المعادلة المختزلة للقطع الثاقص © نكتب: 

أَيَاً كانت م ح (:ز, )72 فإنّ هذا يكافئ تحفّق الشرط 28 - "221 + “مر 
وبحسب دستور المسافة بين نقطتين نكتب: 


- “ومس بر)+ “(0- عنمل “لم بوم “(0- ملل 


حيث تحصيل كها فى العالة الشايقة على الصيفة: 





- 





2 2 
ل 
ا حيث 4< 7 » وهي الصّيغة المختزلة لقطع ناقص مركزه (0)0,0 » ومحوره المحرقي منطبق 
2 مبرهؤة ( تقبل دون ذكر البرهان ) 


مساحة القطع الثاقص الذي نصف قطره الكبير 4 ونصف قطره الصّغير 6 
تعطى بالعلاقة: ‏ /. 0. 7 2ت في 


قطع ناقص معادلته: 36 - * تر4 + > :9 . عيّن ذراه ومحرقيه وارسمه واحسب مساحته. 
2 2 


ترد المعادلة إلى الكنيعة المختزلة يان نقتم طرفيها على العدد 36 فتهد: اا 
5-9 ومنه 3- 5 ومساحته ج67 - 3. 


ذروتا القطع الموافقتان للقطر الرّئيسي هما التقطتان: (0,3) 8 و (3-,0) 2» أمّا ذروتاه الموافقتان للقطر الثانوي 
هما (4)2,0 و (2,0-)4» ويكون في هذه الحالة 02-82-47 أي 5 -9-4- 22 ومنه 5/. - 0 


وصحرقاة ( كل :0) آل + 5ح بن كر 


الرسم: 


7 507 
هيه تدرب 
على المحور المحرقي والذرا: 


0- 2ر25 +162 © 4-:7تبربةير4ه © 1+ 2 221و > 

















© أوجد كلآ من: المحرقين» الذّراء طول القطر الكبير» طول القطر الصّغيرء ثمّ ارسم القطع التاقص الموافق 
لكلّ حالة مما يأتى: 

1[-* ررة4ه ”يذ © 1د 5 ترهي "عزو 0 2-36 تر4+ ”غ92 © 100 * ترؤووس يرك 002 
© أوجد معادلة القطع التاقص اعتماداً على شكله المعطى في كلّ حالة مما يأتي: 


ل 














© القطع الرزائد (75013عملالط) 


رغم أن القطع التاقص والقطع الزّائد يختلفان اختلافاً كليّاً في الشّكل لكنّهما يتشابهان في التّعريف وفي المعادلة 
البعدين عن المحرقين في تعريف القطع الرائد؛ وأيضاً فى المعادلة نستبدل إشارة - ب + كما سنرى. 


87 تعريوه 

القطع الرّائد هو مجموعة نقاط المستوي التي القيمة المطلقة لفرق بعدي كل منها عن نقطتين ثابتتين ”1 و '"/ 
في المستوي يساوي مقداراً ثابتاً. 

نسمّي "1 و7 محرقي القطع الزّائد. ونرمز للقطع الناقص /7. 
رسم القطع الزائد بخط مستمر: 

يمكن رسم قطع زائد يحقق التّعريف السّابق وذلك باستعمال: 

مسمارين صغيرين» خيط» مسطرة» وقلم رصاص كالاتي: 

نثبت المسمارين على قطعة من الورق المقَوّى عند التقطتين "/ و'"/. 
ثم نعلّق أحد طرفي المسطرة جزئيّاً عند" ؛ بحيث تكون المسطرة 
قابلة للدوران حول "1 كما في الشكل المجاور. 

ثم نقصّ قطعة من الخيط بحيث تكون أقصر من طول المسطرة 
ونثبّت أحد طرفي الخيط إلى الطّرف الحر 1, للمسطرة والطرف الآخر إلى المسمار عند "/» ثمّ ندفع الخيط بقلم 
ال[تصاص إلى المسطرة ليصبح مثشدوداً عند التقطة 7/» نحافظ على الخيط مشدوداً وندوّر المسطرة حول '”/ 
فيرسم رأُسُ القلم خطاً على الورق المقوى» وهذا الخط الذي رُسم هو جزء من قطع زائد محرقاه ”/ و'”1 . 

يمكن رسم أجزاء أخرى من القطع الرّائد بجعل المسطرة تدور حول “/. 

ونعلل انتماء النّقطة 7/ إلى القطع الرّائد كما يأتي: 

إن التقطتين ا و"/ هما المحرقان المذكوران في تعريف القطعء فإذا رمزنا 7 إلى طول المسطرة أي 
4 - ” ورمزنا 5 إلى طول الخيطء أي 2/4 + 77 - 5 وجدنا أنّ الفرق بين المسافتين 7و 77/ يحقق: 








إمثر - من[ # رط + م8[ ح مر[ صم[ 
وبحسب الشكل السّابق و-م/ر- 
وهذا الفرق يبقى ثابتاً عندما تتحرّك المسطرة حول '”/ . 


التناظر فى القطع الزائد: 
ليكن القطع الزّائد 74 الذي محرقاه “/ و'”[. 





- 





إن المستقيم ,7 المار بالمحرقين "7 و"/ هو محور تناظر للقطع الرّائد (لأنَ جميع نقاط القطع متناظرة مثنى 
مثنى بالنّسبة إلى .1). 
ويسمّى ,7 المحور المحرقي أو المحور الأساسئ. 
أيضاً المستقيم ".1 محور القطعة المستقيمة | ' 1777| هو محور 
تناظر آخر للقطع الرّائد ويسمّى المحور اللامحرقي أو المحور الثانوي. 
ينتج من ذلك أنّ نقطة تقاطع محوري التَناظر .7 و "72 ولتكن 0) 
منتصف | "77 ]هي مركز تناظر للقطع الرّائده كما في الشكل المجاور. 
يسمّى طول القطعة المستقيمة | '7/] البعد المحرقي ونرمّزه: 

0 < 6 : ع2 - زر 
المعادلة المختزلة (النموذجية) لقطع زائد: 
ليكن القطع الزائد)7 الذي محرقاه ”4 و"”7. ولنعيّن في مستوي القطع جملة إحداثيّة مبدؤها 0 منطبق على 
مركز تناظر القطع؛ ومحور الفواصل منطبق على المحور المحرقي لهذا القطع. نفترض أن (2,0)/ فتكون 
(0,ع-)'"7 » كما في الشكل المجاور. 
أيَاَ كانت التقطة (:[, «)7/ من القطع عندئذ نكتب 





تعريف القطع الزّائد: 

0 - "لط - رص 
وبحسب متراجحات المثلّث "2/77 لدينا: 
'لإم - مص | < "117 أي: 2 < 20 ومنها: 























0 
واعتماداً على دستور المسافة بين نقطتين نكتب: 


26 - | 0(2 - )+ تزع عل - 0(2- )+ 2زم 0" 
أو 20 كنزح “زونديمن ليك “رز “زهت زرا 


ويتربيع طرفي المساواة نجد: 


"مقع "برسه ‏ رم جا نش بك" بره رمو يوك "ترك روه يا 


وبعد فك الأقواس والإصلاح نصل إلى: 





00 4 مذ 
ا 
060 0 
وتسمّى المعادلة المختزلة (القياسيّة) لقطع زائد» حيث 87-207+ 45 و»ع< »© , 0 < 5 ومحرقاه على محور 


الفواصل ومركز تناظره في المبدأ 0. 


6 














417 ل 
تقاطع القطع اند 2 بك مع المحاور الإحدائيّة: 
2 
- التقاطع مع محور الفواصل يوافق: 0 - «ر » نعوّض في معادلة القطع فنجد: 1 - 7 ومنه ١-4‏ : 
وحلها: - د أو 4- - :دء ويذلك نحصل على نقطتي التقاطع (1")0,0, , (4,0) 4 اللتين تُسميان ذروتا 
القطع الزائد. كما ونسمّي القطعة المستقيمة[/4]القطر الرّئيسي للقطع وطولها 20 -'14.. 
2 


- التقاطع مع محور التّراتيب يوافق: 0 - :د » نعوّض في معادلة القطع فنجد: 27-1 ريلد ود ةن 


وليس لهذه المعادلة جذور حقيقيّة» فالقطع الرّائد في هذه الحالة لا يتقاطع مع محور الثّراتيب. 
وهو عبارة عن فرعين منفصلين ,/7 , 74 أي: /7 ب 7/4 -/7 


ا يب 1ن 811111111119 ا 
وعندما ,14ج 0 يكون 20 - '0[7)- '[0) ل اسل | | السسعوة| 0 
كما في الشكل المجاور. بيذ 0 
لاه ان كلك اللاك ذ نه 
المستقيمان المقريان لقطع اد ##ا | | ]| | إثس| | 


2 
نتأمل معادلة القطع الرّائد د 7 لبر 
01 


نحسب «ز بدلالة 2 فنجد: ل بر حيث: إممدرهةإنب[ه-,م-[|ء 2 
0 


2 
أو 1-4 2ه /) 
0 0 


ا 0 0 . 7 5 6 
وعندما تصبح | ا كبيرة كفاية فإِنّ المقدار > يقترب من الصّفرء ونجد أنْ 7 تقترب من «- - بر 
ل 01 


لكك 
وح د بر 
01 











نسمّي كلا من المستقيمين 2« ار ,4 و 56 - بر: وى مستقيماً مقارباً للقطع الزائد)7؛ وهما يساعدان في 


رسم القطع. 
رسم القطع الزائد اعتماداً على مقاربيه: 
لرسم القطع نتبع ما يلي: 


« نمثل الذروتين (4,0-)"1 , (4)0,0.» وأيضاً نمثل التقطتين (8-,8")0 , (8)0,8 واللتين نطلق عليهما 
تجاوزاً اسم الذروتين المرافقتين. 
عنددذٍ يحدّد المستقيمان الأفقيّان المرسومان من '8 , 8 مع المستقيمين الشاقوليين المرسومين من'4 , 4 
مستطيلاً يُطلق عليه اسم المستطيل المركزي للقطع الرّائد 71: كما في الشكل (1) الثّالي. 
ا" 4 
نلاحظ أنّ ميلي قطري المستطيل هماج . 
01 
نمدّد قطري المستطيل فنحصل على /7,/١2‏ المستقيمين المقاربين للقطع الرّائد كما في الشكل (2). 





- 


© نرسم القطع /7مارَاً من ذروتيه ومقارياً للمستقيمين / ,/ كما في الشكل (3) التالي. 
نلاحظ أنّ رؤوس المستطيل تبعد عن مركز القطع مسافة تساوي نصف البعد المحرقي ع» لأنَّ 
2+7 » ومنه رؤوس المستطيل تقع على الدّائرة التي مركزها مركز القطع والمارّة من 
محرقيه ",”/ كما في الشكل (3) الآتي: 































































































قطع زائد /7 معادلته 144- 2 بر9+2-16. عيّن ذراهء محرقيه؛ ومعادلتي مقاربيه وارسم هذا القطع. 
2 2 
نقسّم طرفي المعادلة على العدد144 فنحصل على الحادا, وبالمقارنة مع الصّيغة الفياسيّة 


2 2 


” 4 : : . : 
ا لجحذد أن85-9, 2-16 » ومنك 3- 6, 4 - 0 ومحور القطع منطبق على محور الفواصل. 


ذروتا القطع هما (4,0-'4 , (4)4,0 » والذروتان المرافقتان هما (3-,0)' 8 , (0,3) 8. 





ودما أنّ872+87- 2ح نجد:25 -16+9- 2ع ومنه فإنّ 5 - 0. 

محرقا القطع هما:(5,0-)"7 , (7)5,0 . 

مبعادلتا المقاريين و 020 و 257 

وحتَّى نرسم القطع نرسم المستطيل المركزي للقطع ونمدّد قطربه فنحصل 
على المقاربين ونرسم القطع. 


























0 معادلة القطع الزّائد الذي تقع ذروتاه عند التّقطتين (73,0) وبقع محرقاه عند (4,0ج) . 


2 
المحور المحرقي للقطع هو محور الفواصلء فمعادلة القطع لها الضيغة: 1- 77-27 جيث هودع ددن 





2 2 
ال 


وإنْ 85-2-42-16-9-7 وبالتالي فإنَ معادلة القطع سه 





- 







































































القطع الزائد الذي محوره المحرقي منطبق على محور التراتيب: 
إذا كان محرقا القطع الرّائد الذي مركزه مبدأ الإحداثيّات على محور 
الثراتيب كان محرقاه: (2-,0)"/ , (7)0,6 وذروتاه 

الثقطتين (65-,0)' 8 , (0,5) 8 

وبطريقة مشابهة للحالة السّابقة نجد أنّ معادلة القطع الزائد تأخذ 


2 2 


الضيغة: | - 7-77 حيث 2-82ع/١‏ - و 
01 


وذروتاه المرافقتان في هذه الحالة هما (4,0-)' 4 , (0, 6) ك4 . 


لرسم هذا القطع نرسم المستطيل المركزي التّاتج من تقاطع المستقيمين 

















اك 5111 "11 
11 كان داكت 111 
1 1501 
للبم لاج للا 
الا طلا/رالالل لل 
الل /ل الال 
مم كاك 1ك 110ل 
كاك كال 
1 5ك 5051511 
11 1 ل 51 21101 
11 5ك كله 7 2150 
الا 1 كف 111 
ا" ورت 8ه د ل 1 للا 
| #81 | 1 | اتا بي | | 


الأفقيّين المارّين بالذروتين والمستقيمين الشاقوليين المارّين بالذروتين المرافقتين» ثمّ نمدّد قطري المستطيل فنحصل 


١ 0 7 9‏ 9 0 4 3 . ءك]أء2 7 
على المستقيمين المقاربين للقطع واللذين معادلتيهما #وبتد مه ا" وبح بر لل »لم نرسم القطع الزائد مارًا 
01 01 


بالذروتين ' 8 , 8 محاذياً لمقاربيه كما في الشكل الآتى: 


قطع زائد /1 معادلته4 -42- 2در. عيّن ذراه» محرقيه؛ ومعادلتي 


2 2 
نقسّم طرفي المعادلة على العدد4 فنحصل على 1--35--2, 
. 1[ 4 


2 2 


ودالمقارنة مع الصّيغة القياسيّة1 - 5 د نجد أنّ42-1,82-4 : 


2 00 
6 0 


ومنه 2 - ,4-1 ومحور القطع منطبق على محور التراتيب. 











ذروتا القطع هما (2-,8")0 , (0,2) # » والذروتان المرافقتان هما (1,0-)'4 , (1,0) . 


وما أن 62+87- 2ح نجد: 5 -1+4- 2ح ومنه فإنّ 5 - 0. 
محرقا القطع هما: (كل.-,1")0 , (7)0,./5 . 
معادلتا المقاريين «2--ح بر: ية , 22 - بز: برل . 


لك تمذخرة تابع المقلويم + جاب 


المعرّف على اجتماع المجالين |0,ه-| و إ٠ه+‏ ,0 الذي نرمز إليه بالرمز *1. 





- 














تابع المقلوب متناقض تماماً على لمجال ] 0 ,هه --[ تابع المقلوب متناقض ماما على المجال ] 5ه + ,0 [ 


نسمّي الخطّ البيانيَ الممثل للتابع / قطعاً زائداً. 

في مَعْلّم متجانس يكون المبدأ 0 مركز تناظر للقطع الزائد /7 ذلك لأنّه 
مهما كان العدد الحقيقي غير المعدوم 27 كانت النقطتان :)1 
و(4-,:-11/ من /7» اللتين فاصلتاهما بالترتيب 7 و:-» متناظرتين 
باليّسبة إلى المبدأ 0. 
© إذا كانت معادلة القطع:42- 2:- 2د فهو يقع في الرّبعين الأول والثالشث 


8 


بالنسبة إلى جملة المقاربين فإنّ: ل, ا موجبان معاً أو سالبان معأ ومنه 7 -| 2257| ومعادلة القطع الزائد 





2 
المتساوي الساقين منسوب إلى مقاربيه: |[1|.. 3 د 
خخ |62 

ودما أنّ: 40/2 -ء فإِن كار وبالتعوسض نجد أنّ: 0 غ20 

وهي معادلة قطع زائد منسوب إلى مقاربيه؛ محوره المحرقي منصف الرّيع الأول لجملة المقاربين ومعادلته: 
ا لا وهو منطبق على المحور 1 . 

© إذا كانت معادلة القطع:42- 2:- 2 در فهو يقع في الرّيعين الثاني والرّابع بالنسبة لجملة المقاريين فإِنّ 
إشارتي 2, 1 مختلقان ويكون 7ل - | 37 ]2 |إفتك ون معادلة القضع بالسبة إلى 








ومعادلة محوره المحرقي لا - 7 وهو منطبق على المحور 7[' ”(. 

نقبل أنّ كل معادلة من الشكل 0ب ثابت - 7[ ار هي معادلة قطع زائد منسوب إلى مقاربيه. 

ملاحظة: 

|1].. لتعيين ذروتي القطع نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي مع معادلة القطع. 

[2|.. لتعيين محرقي القطع نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي مع معادلة الدائرة التي مركزها مركز 
القطع ونصف قطرها © . 





- 





مثال: في مستو محدّث بمعلم متجانس مجموعة من التقاط( «ر, «) 14 : 4- ند 
1. بِيّن أنّ مجموعة التقاط المفروضة هي قطع زائد متساوي السّاقين. 

2- عيّن وسطاءه 0,5,0 وأوجد معادلة محوره المحرقي. 

3. أوجد إحدائيّي كل من ذروتيه ومحرقيه . 

الحل: 

)١‏ إن المعادلة من الشكل: -> - :ر.:د فهي تُميّل قطعاً زائداً منسوباً إلى مقارييه المتعامدين ل اا 


2 


فالقطع متساوي الساقين: فيه 5-4 وهته 3/2 دن عننثة 3/2 - وح قرز 4د 2/عودح 


إن معادلة المحور المحرقي هي «- 7 لأنَ القطع يقع في الرُيعين الأول والثالث 
3) لإيجاد الذروتين نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي ومعادلة القطع. 
©... بر - 2 
©.. 4ح برع 


00001 . 0 5" . 
سن عار وعدا | مدال" 


فتكون الذّروتان: (2-,2-)' 4 ,(2,2) 4 

لإيجاد المحرقين نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي ©... ,رح م 

ومعادلة الدائرة (3) 16 - 5 بر + ةجر 

نعوض © في © فنجد: 2-16 تر+: د ومنه 22-8 إِمّا: 20/2 - + أو: 2./2-- ع 


22,212 [ 


0 |[ ,)"سر 








, 0 
هيه تدرب 
0 فيما يلي معادلات لأريعة قطوع زائدة مرسومة؛ أقرن كل قطع زائد مرسوم بمعادلته اعتماداً على المحور 
المحرقي والذرا: 


©  161:5-925-144 © 95-255” - 5 





80 000 
1١1 151 
ال‎ ١1 هك‎ 877 




















لله 
ص 
الاك 
صل © 


ام 


1 0 
5 ا 


23 101101 للها اللا 





























© أوجد كلا من: ذرا ومحرقي ومقاربي القطع الزائد» ثمّ ارسمه في كل حالة ممّا يأتي: 
1-*ن-*ير © 1[1->*س->*يزةك4 © 4-0د+ةسر-ة*عر © 36- > بر4-*2ر9 0 
© أوجد معادلة القطع الزائد في كل حالة مما يأتي: 

© محرقاه (0,72) وذروتاه (71+,0). 

© ذروتاه (1,0ج) .ومعادلتا مقاربيه <5+ - نر. 

© محرقاه (3,0ج) ودمر من النقطة (4,1) //. 

© محرقاه (1+,0) وطول قطره الرئيسي يساوي 1. 

© عيّن لكل من القطوع الآتية: (المركزء المحور المحرقيء الذراء المحرقين) وارسم القطع. 

7-5 برك-*نر , [و9-:*4)2- :برو , 1دتعه-ةابر 





- 









































لي تمرينات ومسائل 


لل إختر كل إجابة صحيحة فيما يأتي 
© معادلة القطع الزائد والذني محوره التناظري هو محور التراتيب .هى 
1 “روه ةع 8 1115-ك 7ه 0 #برسك ]1ب 9 56- 


© معادلة الدائرة هى. 
1ع “تزه 62 7 7ز2ة][ع”ير4 0 *تمحه4ى.د* نز 0 2-36 


معادلة القطع الناقص والذي محوره التناظري هو محور التراتيب هي: 





97> بر4ك 0 


“يرو برق 0 


ترون يوق 18 “برد ]ع ذيزة .3 “تفع ةع 1 2-36 يريو ارك 0 


5 حد معادلة لز من القطوع الآاتية: 


( جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل. 
(2) جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على محور التراتيب. 








© جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه المبدأ وذروته (6,0) والبعد بين محرقيه 20 . 
جد معادلة القطع المكافئ الذي ذروته المبدأ ومحرقه (6,0). 
© 12 6#ل/ة ح رن 
2 2 2 2 
2-5-5-8 د ار 
1 4 1 4 
© 8ح مس2 رن © 8ح 21-2 
© 86 ح كن دشن 6 - 22 + 2172 
(© المعادلات (0) و © و 06 قطوع زائدة . 
© المعادلتان 69 و تمثل قطوع ناقصيه. 
(© المعادلتان 7 و تمثل دوائر 
المعادلة 2) تمثل معادلة لقطع مكافئ محوره يوازي محور التراتيب. 
| في مستو منسوب لمعلم متجانس اكتب معادلة القطع الناقص إذا علمت إن 
مركز القطع [0)0,0 ,21 -7 ,0-7 المحور المحرقي منطبق على محور الفواصل. 





- 





لنتعلم البحث معأ © 


(و6نامر في ستر محدّث بمعلم متجانس النقاط [4)1:2/ و |3,2-)2 و [2-1-) م0 واليطلوبب: 


© أثبت أنّ النقاط , و 7 و 0 لا تقع على استقامة واحدة. 
© جذ معادلة المستقيم ,4 محور القطعة المستقيمة |18 » ثمَّ معادلة المستقيم ,4 محور القطعة المستقيمة 





140 
© احسب البُعد 1/4 » ثمّ استنتج معادلة الدائرة '1 المارة برؤوس المثلث "241/70 . 
© مثل النقاط 4 و 8 و © و 7 ثم ارسم الدائرة '1. 


9 


نتأمل في الشكل المرافق الدائرة ”1 التي مركزها : والتي تمر من النقطتين / و 7/»: 
والمستقيم .4 مماس الدائرة '1 في النقطة 4,. نهدف في هذه المسألة لحساب طول الخط 
الموضح باللون الأحمر. 


نحو الحل 
للانطر لاريم جانا الخط كو جر دن الممانن فى الننلة 1_0 
وقوس من الدائرة والقطعة المستقيمة. سام 
11نم | ا مال 
|( | | | | | ]مضا 


4 بحثاً عن نتائج مباشرة. 1 كاه 
[لاكتب إحداقيات النقاط ار ى و 0 1ه ال 
2- أثبت أنّ المستقيمين [1/1) و (177) متعامدان» واستنتج 
أن القوس 48 ربع الدائرة '1. 
3- احسب نصف قطر الدائرة '1» ثم اكتب معادلتها. 
حاحب طون سار نار نف بنش اطول لسارو 
/ أنجزٍ الحلّ واكتبة بلغةٍ سليمة. 








6 








7 إيجاد معادلة المماس لقطع مكافئ علم ميله 

ليكن القطع المُكافئ الذي معادلته: 4- مر+ 0 7» عيّن ذروته ومحرقه ومعادلة دليله كُمَ أوجد معادلة 
الحل: 

نحو الحل 

© بالإتمام إلى مرتّع كامل نجد أنّ معادلة القطع المكافئ تكتب على الشكل: 


/ د > 1 
0 )د - ”د 0 عين محوره التناظري وجهه الفتحة و ذروته ,/لواكتب معادلة دليليه 


8 بحثا عن نتائج مباشرة. ارسم الشكل وفق المعطيات <- - 7 و 5-ا]./1 و (4-,1) “لء دليله: 


3ح مز :لم 

بحثاً عن طريق. معادلة حزمة المستقيمات التي ميلها 1-- م من الشكل: 0+ عرم, - بر 
أي أنّ: 0+ جد بر 
نعوّض في معادلة القطع نجد: 0 - 24 + 8+ 48 - ” « ونحسب المميز 80 -16- - 0 
شرط التثماس: 48-0 ومنه: 2-- 1 


كر أنجزٍ الحل واكتبة بلغة سليمة 
ملاحظة: نقبل بأنّ مماس القطع المكافئ في ذروته عمود على محوره. 


0 


©جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على 
مدر الرر اضلن 


©جد معادلة القطع الناقص الذي قطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل وطوله 14 والبعد المحرقي 
0 ومركزه (0,0). 






©جد معادلة القطع الناقص الذي قطره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروته (9,0) وطول 
قطره الكبير 20 ومركزه (0,0). 





- 











-_ 


© جد معادلة القطع الناقص الذي محوره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروتيه (5+,0) والنسبة 


/! : 10 
بين طولي قطريه 0-5 
©جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 10 و 16 ومحوره الرئيسي منطبق على محور الفواصل. 


© جد قيم الوسيط ؛. التي تجعل المعادلة 2-3-0«ر(286-9)-2+ هي معادلة قطع ناقص. 


0 





©جد معادلة القطع الزائد محوره المحرقي منطبق على محور التراتيب ذروته (0,/7) ويمر بالنقطة 
(2,3-). 

©جذ في كل حالة المحور الرئيسي والذرا والمحرقين والبعد المحرقي وطول القطرين الكبير والصغير. 
#برو ]عد ير 4 “ررم ]بد * يزو ©) 0 - 2 بر25 + 2 :16 00 

جذ في كل حالة المحور الرئيسي والذرا والمحرقين والبعد المحرقي وطول القطرين الرئيسي 
والثانوي. 





2 





0-2 25-0 


١ 25‏ 
9 
“بر 2 
0 -6-10-ت (3+ 2) 
16 


0 - : يز6 1- 5 :25 
2-010 بره 


([9) جد قيم الوسيط التي تجعل المعادلة 5-6+ | +ع |+ ”بر هي معادلة قطع زائد. 








